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AVERTISSEMENT. 


Le  troisième  volume  de  la  Théorie  analjrtîque  du 
Sjsteme  du  monde  devait  paraître  au  commeiure- 
ment  de  cette  année.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu'il  con- 
tient et  du  format  que  j'ai  adopté ,  ont  retardé  ju^ 
qu'à  ce  jour  sa  publication.  Il  me  parait  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre ,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  Touvrage  fut 
composé 9  ont  pu,  par  ce  retard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  de$ 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple ,  dans  la  tliëorie  des  perturbations 
planétaires,  ta  méthode  qui  donne  les  coefficiens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n'avait  fait 
qu'indiquer  cette  méthode ,  je  Taî  présentée  ici  avec 
assez  d^étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subsr- 
titutions  numériques;  à  peine  alors  Tavait-on  re- 
marquée, et  aujourd'hui  elle  a  déjà  reçu  d'importante^ 
applications. 

J'avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à  la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées  ;  mais  la  place  que  la  première  a  oc** 
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cupée,  les  dëveloppemeos  qu'elle  a  demandés,  les 
exemples  numériques  que  j'ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m'ont  plus  laissé  l'espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume ,  qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre ,  et  j'aurai  rempli  l'engagement  que 
j'ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j'ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m'ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j'ai  dit  dans 
l'Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n'ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste  j  m  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m'eût  paru  trop  ambitieuse, 
la  seconde  trop  modeste.  J'ai  voulu  rassembler ,  dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars«^  Laplace ,  comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à  celles  qu'auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains;  moi,  dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j'ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsque  j'ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c'est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que   les  cas  l'ont  exigé,   j'ai    appliqué  à  des 
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exemples  particuliers  les  théories  générales ,  pour  en 
rendre  rintelligence  plus  facile.  Souvent,  en  traitant 
le  même  sujet  que  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste^  il  m'a  fallu  marcher  sur  ses  pas..  Mais  j'ai 
mieux  aimé  m'exposer  à  tous  les  désavantages  de 
cette  position I  que  de  chercher  un  ordre  d'idoesmoins 
logique  et  moins  rationnel.  Enfin ,  j'ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que'  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l'étude  des  applica- 
tions de  l'analyse  aux  sciences  naturelles  :  une  langue 
écrite  doit  donner  d'autant  moins  de  peine  à  com« 
prendre,  que  ses  caractères  sont  moins  nombreux 
et  mieux  arrêtés ,  et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
plus  la  stérilité  de  l'imagination,  que  cette  manie 
trop  fréquente  d'inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d'étudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  s'ils 
trouvent  que  j'ai  fait,  sous  ce  rapport,  un  travail  utile, 
j'aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m'étais  proposé.* 

•Pai  cru  devoir  entrer  dans  'ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
gères à  la  science ,  quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m'ont  paru  n'avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ;  mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j'ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu'au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l'état  actuel 
de  l'astronomie  théorique  m'ont  compris ,  et  c'est  à 
leurs  encourageAens  que  j'ai  du  le  courage  de  pousser 
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jiisc{u'au  bout  cette  difficile  ei^trepiise.  Où  me  per-» 
mettra  d'en  citer  ici,  pour  preuve,  k  lettre  suivante, 
qni  m'a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu'on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  à  mon  ouvrage  sous  le  rapport 
de  son  utilité,  et  qu'on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  jte  sais  mieux  que  personne  ce  qu'elle  peut  avoir 
de  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 


Paris  y  ao  déceïniNre  i834* 
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^ ai  reM  ^ar^n/uaire  atîe  v^>ciJ  a/veZf  ^cerv 

Du/  (Ùyétenâte  diu  c4x9oiiDej  ce  ^(H^veau  ^eJuua/ 
ae  "V^od  eéuaeà  dur  u?ze  maécere  de  ece/vee  e/  de 
aiJ^^ci/e,  fie  Âea/  aue  ^^hh^  /iim^  ^eeuicaaA 
aAannetpr  Aoirfnc  ^  dewixné  ;  u  co9'^/r?nera 
ÂUôn^men/  cc^iitûyn  éwcùnàaaende  ^  t^  on/- 
OiM^  conçue  i/e  ^i^-od  âii^ftà,  Aar*  m  Acece  auc 
a  f^^en^oré^e  ^araa^eCÂrti^  i/e  c  ty^caciem^^  ^  e/ 
dùM*^oa/  Ao/r  £^  fnef/toù»^  (h/^  ^u^Hsd  ewez^  h*e^ 
ÂetùP^eudefTten/  ^et^auù  ^  e^^cu/i^e  e/evee  enéye 
t^mft./^.  ^ei^MCe  e/  ^/cMta  dur  urt  Aoe^ 
'  MT^orécm/'  eui  dydâeme  €ui  monae,  t/oàre  aU' 
vraa^j  t>^onàieurj  eà/  eta^i  Aremi^  Â€td  ^i^i;^ 
^  Su/  h'ed  /oua/ce  c/e  'p<enaf^  A/Ud  acc^w/ed 
^  recnercneâ  Arc^otioeâ  conée9t44>ei$  aaau  /a 
Q^\DeaxMUîive  ceus^tej  y-  odeAreoùre-aue  v^ouàderes> 
cc^^/Ze  fiari'defz^men/  c/^  com^?fienéer  ce/  ou- 
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ae  T^ô^oré^  ^   co/r  i^  t^u^à  eue  ^nofn^re  ae  ceiia> 
dern/^Aau^  U€C  ien^  àtn^  €ce  A^eae^i^céwn^  aU" 


J  ecpeti^te. 


^  On  doit  se  rappeler  quUl  existait  plus  que  de  la  froideur  entre 
Lecendre  et  Làplace  ,  et  certainement  c'^est  plutôt  Phomme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  éclaircir  aujourdliui  quelques-  unes  des 
pai^ties  de  la  Mécanique  céleste,  mais  c^est  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  élevé  aux  sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques. 
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Saturne  et  Uranus;  mais  les  plus  considérables  sont  produites  par  l'action 

•de  Saturne*  Inégalités  indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons  « . . .  .r. .     n^  100 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Elles 
résultent  de  l'action  de  Satnme n^  lor 

Inégalités  dépendantes  des  troisièmes  et  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  ainsi  que  da  carré  de  la  force  perturbatrice. -^-Calcul  des 
variations  s^ulaires  des  élémens  elliptiques  ,  en  ayant  égard  aux  termes  dé- 
pendans  da  carré  des  masses.  —  Évaluation  numérique  des  difiërentes  parties 

'  dont  se  <M>nipose  la  grande  inégalité  du/mouvement  en  longitnde.  —  Recher- 
che de  quelques  inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 

'  et  qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même  table  que  les  inégalités  déjà 
calculées..  — -In^alitésdn  rayon  vecteur  dépendantes  de  l'argument  de  la 
{;rande  inégalité.  --  Inégalités  de  la  latitude.  Elles  dépendent  de  l'action  de 
Satnme.  «-  Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  noeuds  surl'écKp- 
tique  fixe  et  sur  l'écliptique  vraie,  en  ayant  égard  aux  termes  de  Pordre  du 
carré  de  la  force  perturbatrice ; ; . .     û«  toi 

CHAPITRE  XVUÏ.  Théorie  de  Saturne :-  page  46t 

Lél  inégalités  de  Saturne  sont  les  pins  considérables  do  système  plauétaite. 
-*  Recherche   de  la  limite  à  laquelle  il  faut  porter  l'approximation  dani^ 
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lé  calcul  du  rayôQ  vcctenr.  — Inëgalit^s  de  la  longitdde'et  dO  rayoA  téctcnr 
inctëpetidatiies  des  excentricités.  Inégalités  dç  la  lodgitude  et  dti  rayon 
veëttidr  dépendantes  d6S  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisont  des  or- 
'  bites.  — Grande  inégalité.  Termesdépendans  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions   des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Termes  dépendans   du 

carré  de  la  forcfe  perturbatrice.. ., n*  loa 

Inégalités  dé  Ja  latitude.  Elles  résultent  de  l'action  de  Jupiter  et  d^Uranus. 
lia  plus  icbnsidérable  dépend  des  produits  des  excentricités  par  les  inclinai- 
sons. —  Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds  sur  Pëcliptique 
fiie  et  sur  Pécliptique  yraie,  en  tenant  compte  des  termes  dépendans  du 
carré  de  la  force  perturbatrice n*  io3 

CHAPITRE  XIX .  Tliéorie  d'Uranuê page  479 

Recherche  de  la  limite  à  laquelle  ij  faut  porter  Papproximaiion  dans  l'é- 
valua tion  du  rayon  vecteur.  Calcul  des  inégalités  sensibles  de  la  longitude 
et  du  rayon  vecteur.  Elles  résultent  de  l'action  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Inégalités  du-  mouvement  en  latitude a*  lo4 

CHAPITRE  XX.  Équations  dm  oimditicn  qui  exiêUnt  enttt  Ut  in<éigalités 
planétaires t  et  qui  pew^ent  sentira  les  vérifier*  n*>  io5>  106  et  109. 

CHAPITRE  XXI.  Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne.   page  490 

Application  des  formules  données  n'aS  au  calcul,  par  le  moyen  d'inté- 
grales définies ,  des  coefficiens  de  la  grande  in^gAlUé .  de  Jupiter  et  de 
Saturne ; •....«..-.. n's  voget  1 10 

Accord  qui  içxiste  enlre  les  valeurs  des  deux  grandes  inégalîftés  de.  Jupiter  et 
de  Saturne  ainsi  déterminées,  et  celles  qu'on  a  obtenues  par  la  méthode 
des  développemens  en  séries » * n^  m 

ISoBvelles  formules  donnant,  sons  forme  finie,  les  perturbations  du  raypn 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Usage  qu'on  en  doit  faille  pour 
déterminer,  par  le  moyen  des  quadratures  para^lîqnes,  tontes  les  inéga- 
lités sensibles  d'one  planète • .»».»»•     n*  lia 

Taiblean  présentant  la  réunion  de  tontes  les  in^galiti^  •eotsibles  du  monvement 
«en  longitqde  et  en  latitude  de  Jupiter  et  de  Saturne,  disposées  dans  l'ordre 
le  plus  commode  pour  la  formation  des  tablea. n*  1 13 

CHAPITRE  XXII.  Formation  des  tablas  astronomiques  par  la  com- 
paraison des  observations  et  de  la  théorie.  Détermination  du  plan 
invariable.  Conclusion  de  la  théonedes  imégmktés  pianétairee,  page  477 

Utilité  des  formules  précédentes  pour  la  construction  des  tables*  astrono- 
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Errata. 


«W.  4,    8,     i6,auiieu  ifo4-^-,  ^e. ^jjj^ 

.     .    /n  sÎD  •  <2R      ,.  /flsinf  dR 

lo,  a,  au  lieude  +      .         3=-»  *«««»  —  -= !K? 

'  '  nny    an  sin  y   oII 

i6ii{.  19,  au  lieu  de  4»  -r^  -3= ,   lise»  —  -r^  -= 

^  sin  y  cal  9mydn 

.,      j     ,      P    dR     ,.  p    dR 

a3 ,  I ,  au  heu  de  -f-  -f—  -«7 ,  me» r^--  -5= 

,  «       1-     j      .       ï    ^'R^    I    4R  ,.         ^       I    dR 

i__  ^ 

siny  cAl 

i6m(.  a4»  ^'^  ^'^'^  ^  cos  -X  -T-  »  /wet  .cos-t^-j- 

5a ,  i3,  «tt  lieu  de  fla'2(B<'-0  4-  BC«+«))  cos . . . ,  /i#c»   

2dfl'(B(*-0  4-  BC+O)  COS. . . 
ihid.  a5,  au  «eu  <fc  BC-O  +  BC+O ,  /we«  flfl'(B<'~'>+B('+t)) 

53,  8,  flu  /ieu  4^,— lift— .i)>  ^"«*  +"P— 0 

54»  3  en  remoDtaiit,  au  lieu  de  ^{i  —  a),  lisez  4Ct"^a)* 

56  ^  i8y  au  lieu  de  m'Acoa[i(R't— etc.],  /ûes — in'Acos[t(//t#— etc. } 

I  la  ,  6  en  remontant ,  au  lieu  de  cos  (i^  4-  i'^')d^d^^  et. . . . 

6in(i^  4-2'^';d<^^',   lisez 
co8{ip^iy)d^p'  et  sîn  (i>  —  i'p')dpd^* 

^  '  .  >  changez  les  signes  de  tous  les  termes  de  la  Talenr  de  F. 

178,  1,  au  lieu  de  uP,    /ues  aV 

iMa.  16.  AU  «««  ae  —  ,.  ;         ,  .  ,  mes  —  rr-; r-j- 

«  (5u' — vt)dt  '  (5/1  — nn)*dt* 

i6ia.  a,  fltt  /leu  oe  — 7:7-7 rs;,  *«««  "";ë~? Tï: 

'  (d/1 — a»)a«  (5n  —  an}dt 

,.       ,  3fldP  ,.  3flrf«P 

ibia,  là* ,  au  lieu  de  —  ;=-7 ry-  ,  ««e*  —  r^-p ^,--t~ 

(5/ï — a/i)at  (5»'— an;»rf£« 

aai,  i5,  flu  lieu  de  sm(9»'«— 4»t4-9t' —  4*+A  4- BOt  /*»«» 

8in(9»'t-4»«-f9«'—  4«+  A'4-  B  ) 

aa3,  dernière,  au  «eu  de  — =^ — ;=,  /we«  -=1. 
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Page  204,  l«l5n«    «»  au  lieu  de  777=-^—,  «<««  f,y-^ 

a63,  10,  au  /ieii  d«  eJVi  —  -  a/le,  /w«»  -  ciû  —  flJ)» 

J;  a  a 

.094»  a  enremoiiunt,  au /feu  «ieHalIey,  lisez  Ponnd 

a  a 

336,  a6y  au  /leu  «2e  s  mD ,    /ûes  ?  mD* 

349,  3,  au /ieu  de  €*▼  =  8i<»  5a' io^3,/Me2  ««▼  =  8i«5a'i9*,3 

4agi,  9,  au  lieu  de  (i  +ft'^)  9  Usez  (i  +  //') 

437,  14»  au  lieu  de  m^^'i  y  lisez  N^O 

i6iU  i5,  au  /ieu  <2e  N<Oy  /ûez  NC») 

443y  18,  19  et  ao,  changez  les  signes  des  trois  quantités  : 

,    dMC)  ,.  <2NC)  rfM(») 

da*f  '  da«v  '  da^^ 

444>  ^9  ^9   '^  eti3y   effacez  m^ 

451,    •  17»  au  /êeu  <2e  K,  lisez  S 

ilndn  dernière,  au  lieu  de   —  *^-,  /ûes  -^  -^ 

o  o 

45a,  la,  ir  faut  affecter  dn  signe  —  Pinégalité  de  eette  ligne. 

464 >  7  «9,   au  lieu  de  3/i^  —  /!*▼,  lisez  3nv« — «▼ 

i6b<2.  f4,    au  lieu  de  Snn  —  3n>v£,  lisez  3nv£  — Sn^'t. 

Page  4^3»  AP'^  ''^  ^'S'^^  '^>   ajoutez: 

—  0,0003464950  COi(  »▼«+•▼—»«▼) 

—  o,ooaio35534  cos(aim — ««▼t+af»— :•»▼—»») 
/r^  =  (i-f-ft**).^-*-  0,0054534650  cos(ann ^ /s «Tf-f-at^-^i* ▼—«*▼} 

+  0,0011739643  co8(3»v«  — an»v«4.3i^— af'v— »▼) 

—  o,  ooo6a95374  CQs(3nyt  —  an  «  ▼t+3t^— ^t'  ▼— •  »  ▼) 
H-  (i-f-ft^')-o>«>«6ioi657  cos(3/i^'«-- ann-f-3f^»— aiv— »▼«). 
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THÉORIE  ANALYTIQUE 


DU 


SYSTÈME  DU  MONDE 


LIVRE  SIXIÈME. 


TTiéorie  des  Mouvemens  planétaires. 

La  détermination  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemens  des  corps  célestes ,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles^  soit  par  Faction 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  l'objet  le  plus  impor- 
tant de  la  théorie  du  système  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet ^  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d'avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un  ordre  plus 
élevé,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s'en  trouve  que 
Tome  III.  i 
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quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles ,  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d'avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
npus  soniuies  parvenu  dans  le  Jivre  ILqii#  Gommo  une 
prentiàr^  approximation  des  niouvemens  {)lanétâii^y 
et  elle  ne  suffirait  pas  aux  besoins  de  rAstronomie, 
dans  l'état  de  perfecjtioa  où  cettescieuce  est  aujoiu*- 
d'hui  parvenue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objets  et  nous  donnerons  dans  ce 
livre  Texpressioti  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil,  de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres  y  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à  toute  l'exactitude  qu'exig<e  la  précision  de& 
observatipns  modernes,^ 
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DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


CHAPITRE  PREMIER, 


Développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in* 
^llnaîsôM  des  orbites  jusqu* aux  termes  dépendans 
de  la  septième  puissance  de  ces  élémens. 

I  »  Nous  avons  donné  dans  le  n°  8i  du  second  livre, 
l'expression  de  la  fonction  perturbatrice  R  développée 
jusqu'aux  ternies  de  Tordre  du  carré  des  excentricités 
inclusivement;  mais  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à  mesure  qu'on  veut  atteindre  à 
un  plus  haut  degré  d'approximation  dans  la  théorie 
des  mouvemens  planétaires.  Nous  allons  doac  nous 
occuper  d'abord  de  cette  pénible  opération. 

Considérons  l'action  réciproque  de  deux  planètes 
m  et  m' en  mouvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par  R  la  fonction  qui  exprime  cette  action,  on  a, 
n*  48  du  second  livre 

K^mf  -^    .     ■    L ^^-W+^-n    (0 

x^  J'y  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m  re- 
latives à  trois  axes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil ,  r  son  rayon  vecteur  dans  son  orbite ,  et  x\y ^  z\ 
r'  eicprimant  les  mêmes  quantités  relatives  à  m\  Si 
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l'on  nomme  p  la  distance  des  deux  planètes  entre 

elles,  en  sorte  qu'on  ait 


f  =  V/  (jc'  —  jcj  '  +  (/  — ^)  •  +  (z'— z)% 
la  valeur  précédente  pourra  s'écrire  ainsi  : 

Sous  cette  forme  on  voit  que  R  ne  dépend  que  de  la 
distance  des  différens  corps  du  système  entre  eux  et 
à  Torigine  des  coordonnées,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap*- 
porte  les  niouvemens  de  ces  corps. 

Cela  posé,  pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour 
plan  des  oC^  uu  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m  et  de  m,  et  pour  axe  des  a: 
celte  intersection  même.  Si  Ton  nomme  i^ langle  que 
le  rayon  r  forme  avec  cette  droite,  {/  Tàngle  formé 
par  cette  même  droite  et  par  /,  ç  et  ^'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe, 
on  aura 

x^r  cos  Vfjz=zrs\u  v  cos  (f>,  z  =  r  sîa  vsin^, 
jc'scr'cost^',  ^'=r'sini^'cos^',    2=Ksinp'sîn^', 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  qu'on  nomme  y 
rinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites,  et  qu'on  ob- 
serve que  ^' — ^z=zy  en  faisant,  pour  abréger, 

1 — cos>  =  2sîn'^7=:*  A* 
V= — rr^  sîn  v  sîn  p'=7r/[cos  {{>  -f-  p') — cos  {sf — i^)]; 

en  sorte  que  X  représente  le  double  du  sinus- de  la 
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moitié  de  Tanglaque  forment  entre  eux  Içs  plans  des 
orbites  des  deux  planètes,  on  trouvera 


R:?5m'[ 


|/r»+r'*—  2r/  cos (v— v)  —  A*  V 


rco8(t^' — t')       1    „  V"l 

i bi  _  _   ^a  I 


r 


U 


'3   M 


fonction  qui  ne  dépend  plus  que  de  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  wbites  et  de  la  position  respective  de  m  et 
de  m'  par  rapport  à  la  ligne  des  nœuds. 

Soit  n  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Forbite 
de  m\  coniptée  sur  Torbite  de  m  à  partir  d'une  ori-^ 
gine  fixe  ;  pour  rapporter  à  la  même  origine  les  angles 
V  et  sfy  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  les  plans 
des  orbites  respectives  des  deux  planètes ,  à  partir  de 
leur  commune  intersection ,  il  suffira  de  substituer 
(^— n  et  <^'  —  n  à  la  place  de  v  et  de  s^  dans  les  ex- 
pressions précédentes.  L'angle  v»' représentera  alors  la 
distance  de  la  planète  m!  à  son  noeud ,  comptée  sur 
l'orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud,  comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m,  de  la 
même  origine  que  l'angle  s>. 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  V  de- 
viendra ainsi 

y  :=i\rr  [cos  (i'  H-  t^'  —  211)  —  cos  {y^ —  i»)]; 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  faudta  substituer  dans  l'ex- 
pression précédente  de  R,  qui  n'éprouvera  pas  d'autre 
altération^ 
Cette  expression  conservera  la  même  forme,  quel 
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quiç  sQÎt  }e  plaa  pas9anl  par  le  ceatre  du  soleil  y  auquel 
on  rapporte  le  mouy^ment  des  deux  planètes  ^  pourvu 
qu'on  exprime  les  coordonnées  Xy^yZ^  a:',  etc.,  rela- 
tives à  ce  plan ,  en  fonction  des  coordonnées  polaires 
de  m  et  de  m!  ;  elle  a  donc  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible. 

2.  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d'in- 
troduire dans  la  fonction  R  les  variables  qui  détei^ 
minent  la  position  du  plan  mobile  de  l'orbite  de  m 
par  rapport  à  un  plan  fixe  quelconque,  quantités 
qu'elle  ne  renferme  qu'implicitement,  sons  la  forme 
précédente.  Pour  cela,  nommons  ^  et  ^  les  inclinai-^ 
sons  respectives,  et  II  et  11^  les  longitudes  des  nœuds 
des  orbites  de  m  et  de  m\  Sur  ce  nouveau  plan ,  on 
aura 

cos  y  =  cos  (fi  cos  ^'  -|-  sin  ^  sin  ^'  cos  (n'-^  n).. 

En  substituant  donc  dans  R  à  la  place  de 

A*  =  2  (i  —  cos  >)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  ^,  ^%tï 
et  n',  relatifs  à  un  plan  fixe  quelconque  passant  par 
le  centre  du  soleil. 

Si  l'on  rapporte,  comme  nous  l'avons  iBsdt  n**  86, 
livre  II,  le  mouvement  de  m  au  plan  de  son  orbite 
primitive,  l'inclinaison  ^  et  l'angle  II/— Il  seront  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  Ton  pourra  né- 
gliger leur  carré  quand  on  fera  abstraction  des  quaur- 
tités  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  forces.  En 
nommant  donc  y  ce  que  devient  y  relativement  à  un 
temps  quelconque  compté  de  l'instant  qu'on  a  choisi 
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pMf  épçqoe,  00  aum  <p'?=:  y,  et  phr cooaéquMt  : 

cos  y  =  côs  y  -f-  si»  P  slnyJ  '' 

U  Bsiudra  donc  dans  Texpresnon  de  R  stthstîtoer 
^(i-Kîosy.— smfl)sm>)  à  la  place  de  A"';  en  nomaiant 
R  la  fonction  résultante,  on  aura  ainsi  : 


R=m'Q 


yr^-h r  — arr  cos  (</  — t^)  — A*  V -f- asin ^sin y  V 
rcos(/— t')       I  -,»  V    .     .     ^    .         V-| 

;r. -^^j7^^w(pmyp^,J 

Oi|  pçut  observer  d'ailleurs  que  si,  pour  plan  fixa 
des  xjr^  on  prend  un  plan  passant  par  l'intersection 
commune  des  deux  orbites,  et  ayant,  relativement  à 
chacune  d'elles ,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  7n  ^  on  aura  : 

X  —  r cos(i'  — n),  jr  =ar sltt(v  —  Jl)cos^,  z  r=:r 8in(>'  — n)sin^, 
j?'=rcos(i^' — n),    ^=:r'sin(/— IT)co8y,    /=/'sin(/ — n)siuy. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'exprea^oa  (1) 
de  R,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  sin  Ç,  quantité  du 
s^ond  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
on  retrouvera  l'expression  précédente,  et  cette  ex- 
pressioQ,  d'ailleurs,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  est  indé- 
pendante de  la  supposition  quq  le  plan  fixe  passe  par 
U  {Commune  intersection  des  orbites  de  m  et  de  m'. 

On  conçoit  maintenant  que  ci ,  dans  les  deux  fonc- 
tions R  et  R,  les  variablfes  r,  r',  ^,  v',  et  la conatant^ 
n,  avaient  les  mêmes  valeur&i  e^  sprt^  que  la  valei^ 
de  la  fonction  A  fut  la  seule  altérée  en  pasga,(it  de  l'u^e 
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à  l'autre,  on  déduirait  immédiatement  l'expression 
du  développement  de  R  de  celui  de  R,  en  substituant 
dans  ce  dernier  A*— a  sin  yj"^  à  la  place  de  A';  mais, 
par  l'effet  du  déplacement  de  la  commune  intersection 
des  orbites,  les  quantités  i^,  p'  et  ^  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  accroissemens  que  subissent 
ces  angles  lorsqu'on  passe  de  R  à  R. 

Pour  cela  considérons  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  m,  celui  de 
son  orbite  mobile,  et  le  plan  de  l'orbite  de  m!. 
Les  trois  angles  de  ce  triangle  seront  p,  y  et  i8o' — y 
et,  en  nommant  cTll  le  côté  qpposé  à  l'angle  y,  par 
\e^  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  on  aura,  à 
très  peu  près 

«^       et        Jn  H-  "°^^ 

sin  y  smy 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés, 
aux  angles  >  et  ^. 

Maintenant,  u — -n,  compté  sur  le  plan  fixe,  est 
l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  la  ligne  des  nœuds 
de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  primitive  de  m.  Si  l'on 
projette  sur  ce  dernier  plan  Iç  nœud  de  l'orbite  de 
m!  sur  le  plan  mobile  de  l'orbite  de  m^  l'angle  compris 
entre  m  et  ce  même  nœud  sera  égal  à  l'angle  i^  —  Il , 
moins  le  mouvement  de  la  ligne  des  nœuds  pendant 
le  temps  û^  compté  sur  l'orbite  de  m!  et  projeté  sur 
le  plan  fixe,  c'est-à-dire  que  cet  angle  sera  égal^^  à 
très  peu  près,  à 
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p  —  n r^î— -  cos  y. 

D'ailleurs^  la  longitude  de  Finterseciion  de  l'orbite 
de  m' arec  l'orbite  mobile  de  m^  omiptée  de  la  même 

origine  que  les  angles  1^,  i/  et  II,  est  n  -f-  -——. 

L^angle  v,  ou  la  distance  angulaire  de  m  à  la  droite 
fixe,  d'où  les  angles  sont  comptés,  devient  donc, 
relativement  à  l'orbite  mobile, 

i^  H : (i  —  cos  vj. 

•  gin  y       N  ^> 

Et  en  désignant  par  i^,  i^",  n,  ce  que  deviennent  les 
quantités  Vj^  v^'  et  II»  relativement  à  la  fonction  R ,  on 
aura  : 

"^       77  n       /  V  sîn  ^#n       sic  ^n 

p — n=i^  —  n — (i — cosj')       ^  ^ 


n'=</~n  — 


sin  y  8ia  y 

sin  ^^n 
sin  y  ' 


C'est-4i-dire  qu'en  passant  de  la  fonction  R  à  la  fonction 
R,  l'angle  pcroitrade — (1 — cos  5/)^^-? — ,  et  l'angle  n^ 
qui  désigne  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  w! 

sur  l'orbite  mobile  de  m .  de  ^^ — ,  eTlI  étant  le  mou- 

'  sm  y  ' 

vement  pendant  le  temps  t  du  nœud  de  l'orbite  mo- 
bile de  m  sur  le  plan  fixe;  enfin  la  fonction  X  recevra 

l'accroissement— ^—^  J^^.  En   négligeant  donc  le 

carre  de  S(p  et  de  cTlI  on  aura 
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,     ^H  sîn  ç     dK         ^  sin  y  JR 

A  la  place  de  Sll  et  de  J^tp^  qm  déterminent  les  va- 
riations de  Forbite  |[pobilç  de  m  relatiyepent  au  plan 
fixe  de  son  orbite  primitive ,  on  peut  introduire  dans 
Texpression  précédente  les  quantités/?  et  q,  que  ron 
considère  ordinairetnent  dans  les  formules  du  mou- 
vement troublé ,  et  qui  sont  des  fonctions  données  de 
ces  mêmes  quantités  efn  et  cT^p.  En  eflfet  si^  comme 
dans  le  n*  45  du  second  livre ,  on  feit 

pmt  J^.  sin  4)  sin  11^      q  ==:  J".  sin  9  ços  11^ 

en  effectuant  la  différentiation  et  en  supposant^  pour 
plus  de  simplicité,  n  =  0  dans  les  résultats,  ce  qui 
revient  à  prendre^  comme  nous  ^e  ferons  dans  la 
suite,  l'intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
l'origine  d'où  les  angles  sont  çpriiptés^  on  :^ura 

p  =  sin^J^n,       q  =  éAp, 

et  par  conséquent  : 

R—         »j  .  ,        ^R    ,       p    dK 

_  ^  cos  t  j-  ^. 

Cette  valeur  est  celle  qu'il  faudra  substituer  tlans 
les  formules  des  n**"  44  ^^  4^  ^^  second  livre,  quidéter* 
minen^  les  variations  différentielles  des  élémens  dv^ 
mouvement  elliptique  de  m  autour  du  soleil  troublé 
par  Faction  de  m',  et  l'on  voit  qu^'il  sera  facile  dé  dé- 
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duire  par  la  différ^ntlatîpn  d^  differens  ternies  de  H 
les  termes  correspôtidans  de  R,  ce  qui  dispensera 
d'effectuer  k  deTeloppement  de  eettederaiè^e  fonction. 

5.  Cela  posé ,  si  l'ou  développe  re:i:pre^sion  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A,  on 
aura  ; 

4-  m'.l  A^V  {^ — ^ --i 


▼■^-^-»- 


+ ^'iiil^'^' ■ ' — ■ ï 

-h  etc.; 

série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
orbites  des  principales  planètes  lune  sur  Fautre  étant 
de  très  petites  quantités ,  on  n'a  point  copsidéré  ju^'t- 
^'ici  dans  leùrp  perturbations  les  inégalités»  dépen- 
dantes des  puissances  des  inclipaisons  supérieur^  k 
U  quatrième,  et  l'on  verra  en  effet  d^ns  la  suite,  qi|ç 
cesiqégalit^s  dpivept  être  tout-à^fait  insensibles*  Nous 
uovis  bQr^erons  donc  désormais  à  qpnsid4r?t  Us  troÎB 
premiers  termes  de  la  précédente  série* 

Far    les    foriiiules    du    mouvement    elliptique  > 

oaa:  ' 
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—  f^è^ |c*jCOS  2  (»/  +  «— fil) 

—  (|e»  — ^e»)cos5(/î/  +  «~«) 


laS 


—  ^^cos^{^  +  ^'—^)'teU:, 


> 


+  r  7  6*  —  ^  e*  J  sin  2  (ti^  +  ^  —  ®) 

+  7^  e*  sîn  5  (  /i^  -f-  €  —  «  )  H-  etc. 

Les  angles  /i^  +  €  et  ai  étant  supposés  comptés  de 
la  même  origine  que  l'angle  v,  les  valeurs  donneront 

celles  de  —7  et  de  v^  en  marquant  d'un  accent  les  let- 
tres n,  e,  cet <tf. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R  ^  cette  quantité 
déviendra  fonction  des  longitudes  moyennes  nt  +  €, 
7i7  +  €'  des  deux  planètes,  des  longitudes  des  péri- 
hélies, des  demi-grands  axes,  des  excentricités  et 
de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites,  et  l'on  pourra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  à  7i£  -f-  ^  et  n't  +  t\  d'après  les  prin- 
cipes établis  n®  48  ^u  second  livre* 
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Pour  cela,  on  supposera  d'abord  les  orbites  drcu- 
laires,  ce  qui  donnera  r=a,  r^=:a',  pzzznt'^êp 
\f  =  vit  -4-  €',  et  par  conséquent^ 

+  ^  x.V  f \ _ . .        2-1 

+  ^'.x«V'. 1 


En  nommant  V  ce  que  devient  V  dans  la  même 
hypothèse,  c  est-à-dire  en  supposant  : 

On  donnera  ensuite  à  a,  a',  nt^t^  n't  +  e',  des 
accroissemens  02^^  a'u,  u  et  i^',  qui  comprendront  les 
termes  des  valeurs  de  r,  /,  v  et  v',  qu'on  a  d'abord 
négligés  ;  en  sorte  qu'on  aura  : 

et  il  sera  facile  de  développer  R  en  série  convergente 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e ,  e'  et  5.. 

En  effet ,  faisons  comme  dans  le  n*"  48  du  second 
livre. 

[^' +  «'•  —  30/1' cos  (tï'^  — /!/ 4- £' —  i)]"  • 
—  ^,cos(/i7  — n/  +  i'  — f) 

=  i  2A^'>cos/(w'^  — n^  +  é'-^ij 

[a*  +  «'•  —  3^^ï'  cos  (n't  —  nt-^é'^  gjf^ 

~  i  =  î  2BC0cos/(n'^~/i/-f  ^_,); 
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.Sûppofiohs  de  plafi^ 

[a*  +  a'*  —  aoafcQç  (n'(  —  «? .+  «' — '  «  )3*  " 

8=3  i  2  (?«  cos  I  (»'<  —  n<  +  e' ~  «)• 
! 

La  caractéristique  2  devant  s'étendre  al  tôates  les 
valeurs  eti^tières  de  i  positives  ou  tiégâtiVes  y  com- 
pris zéro ,  en  observant  qu'on  a  généralement  ; 

sin  {ft+l)X  A^'^  coa  i  (n't  —  nt  +  é'  —  g  ) 

cos  (Ji  +  02  À^*^  cos  i  (n't  —  Tif  +  g'  —  c  ) 

=  2  AW  cos  p  (w'r—  n^  +  é'  —  é)  +ft  +  Z] 

^m  (yi  -4- 1)  2/'«^^À<''5 siti  !  (nU  —  nt+t'  —  ê) 

:==  _  2z*»-^«  A^^côs  [^(7^'^— T^^+é'— g)+/f-4.Zj, 

Ji+  l  étant  un  angle  et  g^  un  nombre  entier  quel- 
conques ,  et  de  même  pour  les  fonctions 

lBf^^cosi{n't  —  nt+^'  —  é) 
et  XC^^Hosi^n't  —  nt-i-é'  —  €% 

La  fotiction  R',  «n  substituant  pour  V  sa  valetir, 
et  en  faisant ,  pour  abréger ,  n^t  —  w^  +  é'  —  g  b±:  a 
deviendi*a 

K'=  -^sTa^O— 1  x»«a'Bi'-t)  -^.^  \«a'fl'»  (î>C<0  H-  C(— ))1  cos  ict 
H-  --gx4a»a'«3S.Ç<'-»)  cos  {U  -f.  4«t  +  ^t  —  4n). 

On  pourra,  dans  cette  formule ,  supposer,  quelque 
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a  a  ■ 

Par  cette  nouvelle  notation,  les  quantilëâ  A^^, 
A^',  A^5^,  seront  toutes  trois  des  fonctions  homogènes 

de  a  et  a'  de  la  dimension  —  i ,  ce  qui  donnera  à 
I^i  fois  plus  de  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules. ]Vops  ne  jTaisc^  toutefois  qu'indiquer  cette 
notation  à  ceux  qui. voudraient  s'occuper  du  dévelpp^ 
pement  de  la  fonction  h  ,  ^t  nous  continuerons  à  con- 
sidérer les  quantités.  B^'^  et  C^'^  pour  conserver  lanar 
logie  des  formules  suivantes  av€(Q  celles  du  second 
livre.  , 

Cela  posé  ,  on  pourra  regarder  S  h^^^  cos  ioL 
comme  une  fonction  donnée  des  trois  quantités 
a,  û^  et  a,  que  nous  6upposerx>ns  variables.  Or^ 
si  Ton  nomme  z  une  pareille  fonction,  et  que  les 
;irariables  devenant  simultanément  a  -+-  aw ,  flf'  +  /ïV, 
et  H-  p^^—  if^f  on  désigne  par  j.,^,^.p  le  coefficient  du 
produit  a"*fl'"  «"m'"  (<^^—  ^'^)'',  dans  le  développement 
de  la  fonction  résultante ,  on  sait  qu'on  aura  généra-^ 
lemeut: 

}       .  ■  ■  ■       «     .  i   t  ■« 

da^  da!*  ddiP 

gm^U^p   —    (,.2.3...^)    (,.2.3. ../I)    Cl. 2. 3.../^/ 

On  déterminera  par  cette  formule  les  coeffi- 
ciens  des  différens  termes  du  développement  dé  la 
fonction  2  Â^'*^  cos  iot;  en  remplaçant  ensuite  f<  ^  zi'^ 
V,  et  V^^f  par  leurs  valeurs,  on  développera  ks.proH* 
dnits  successifs  «"^'"(i/^**-  %^y*  en  séries  ordonnéeA^ 
par  rappcHi  aux  excentricités  des  orbites  et  prolon^ 
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gées  jusqu'aux  puissances  de  Cies  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d'obtenir  par  une  simple  substi^ 
tution  le  terme  de  R  dépendant  d'un  argument  donné 
et  d'un  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

€e  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidemment 
'  aux  quantités  2  B^'^  cos  ici  ^  2  C^'^  cos  ia]  et  peut  s'é- 
tendre aux  quantités  SB^^cosfra-f-  tint  +  26  —  iïU\ 
2C'5  cos  (  la  +  4^^  +  4^  —  4n  )  ;  il  suffira  de  regar- 
der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a  y  al  y  cL^  et  jW  +  ^  j  et  de  les  développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 
quatre  variables. 

On  pourra  donc ,  dans  tous  les  cas,  former,  d'après 
les  principes  précédens,  le  développement  de  la  fonc- 
tion R,  étendu  jusqu'à  tel  ordre  de  termes  qu'on 
voudra  considérer,  et  Ton  n'éprouvera  en  général 
d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
à  mesure  qu'on  a  égard  à  des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

4*  Considérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement, que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 

m'Acos(r»'^--m^+«v— /«— -yv--/»— 3/'n). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  ^,  a»', 
et  n,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l'expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de.r,  r',  v,  xf  et  V. 
Or,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on 
voit  que  l'angle  /t^  +  <  sous  les  signes  sinus  ou  cosi-- 
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n\Ss  eA  toujoars  accompognè  de  Tanglè  «^  â>  dans  les 
expréssionsde  riet  de  ^^^  de  nième  l'angle  n'^  +  e'  est 
toujours  £HXO(mpagaé.  de  Tangle  -^  ûi';  enfio  dans  la 
•  yalear.de  V  1  angle .  vlt'^nt  4^  £'  +  €  sera  toujours 
accompagné  de  l'angle  "*-  aS\.  Cela  posé  y  le  terme 
qui  précède  peut  s'écrire  ainsi  : 

IfJk  COS  l{ï^f^f)  (;^7+è')-C^+/+/0  C'^^+O 
+/'  {Ht  +  €'—  6>0  +/(W^  +6—07) 

+/•  ('ï'f-l- /îf +  €'+£— r^n)]. 

Les  trois  derniers  angles  qui  entrent  sous  le  signe 
cosinus  appartiennent  aux  termes  périodiques  des  va- 
leurs de  r,  r ,  Vy  </  et  V.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culaires et  dans  le  rsx^xn^  plan ,  le  coefficient  de  rit 
serait  égal  à  celui  de  nt^  puisque  l'angle  riiu — nt'^J — *£ 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  valeur  de  B. ,  en  sorte  que  le  coefficient  de  v!t 
ne. peut  «urpas$er  celui  de  nt  pu  en  être  surpassé  que 
.  par  rintjoduetion  dés  termes  dépendans  des  excen- 
tricités et  d^  inclinaisons,  il  suit  de .  là  qu'on  aura 
généralement  entre  les  quantités  /,  1%  j\  f,  f^\  la  re- 
lation suivante  : 

^-f'-f'^H-j^r,  o»  bien  t^-i-.f^f^2f'=.o, 

h  ^9/9  f^f  /">  ^ot  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatife  quelconques.  v  /  , 

Quant  au  degré  d'élévation  du  coefficient,  k ,  nous 

remarquerons  que  les  vale^urs  elliptiques  de  r,  v,  /,  i^', 

sont  telles,  que  les  coefficiens  des  sinus  ou  cosinus  de 

,  chaque  multiple  de  l'anonpi^lie  moyenne  nt+^e-^œ 

forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 

Tome  III.  2 
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l'expeittrické  e,  «t4]Ud[i« iai^eUe  les  exposant  V0Dl:en . 
croissant  successiveoBiezit  de  "deux  naités  à  partir  du 
premier  leme ,  qw  a  pour  exposant  le  nombre  mèaie 
qui  ondtiplîe  Vea^e  M^-€  ou  TaHglciâ).  Il  en  esi  de 
oiame  des  Taleuis  de  r^  «t  V  relatiTement  à  l'emo- 
tricité  e'  et  à  l'angle  a'.  Observons  cncone  que  la 
quantité  Y  étant  toujours  multipliée  par  A*,  le 
coei&cient  île  TI  dans  le  terme  dépendant  de  l'angle 
p  +  i^  —  ^n^  ou  de  ses  multiples ,  sera  égal  à  l'ex- 
posant ^e  la  puissance  de  A  dont  ce  terme  est  af- 
Hecté.  Il  smt  «k  là  que  dans  ies  fermes  indépea- 
-daus  des  indimabons  la  somme  des  cotfficieiiE  des 
angles  eu  et  iê\  pris  avec  le  signe  +>i9erSL  la  lîtnitc 
inférieure  de  la  puissance  des  excentricités  à  lttq«ieile 
s'élève  le  terme  que  l'on  considère  datis  le  dévelop- 
pement de  R,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  des  incliuaisons  la  scmirae 
«les  multiples  des  angles  ^^  &'  ^  ïl,  pris^posilive- 
«nent^  indiquera  Tordre  le  moins  élevé  des  termes 
^u  dévdoppement  de  R  qui  dépcodent  d'un  ai^» 
ment  déterminé. 

Ainsi  le  coefficient  k  sera  de  l'ordre  f+f-^  2/*^ 
ou  i' — /,  d'après  la  relation  î'— i — -j^— /*'-^3/^'==o^ 
et  ce  coefficient  se  composera  d'une  série  dont  le  pœ- 
mier  terme  aura  la  forme  A^e'^'A^,  les  nombres  /^ 
f,  f",  étant  pris  avec  le  signe  -f- ,  et  A  «étant  mie 
quantité  indépendante  des  excentridtés  «et  des  inclbr 
naîdoos';  le  deuxième  terme  de  cette  ^rîe  «erait  4e 
l'ordre  i^  —  i'  +  2 ,  le  trofêiéme  de  l'ordre  f —  ^  ■+•  4  ^ 
et  ainsi  de  iSuite;  en  sort;è  «que  le  facteur  commun 
éé^>^  ôté,  tous  les  termes  de  ta  série  k  ne  reafer^ 
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nieront  <]fU6  à^  ptiisâftticse»  psîre^  de  ^^  é^  «t  A.  Bn  ne 
considérant  d<inc  f^rnii  le^  termes  <|ui  dëjictfideiit  âe 
l'angle  iWi  —  î/tf  qa^  Ctù%  qni  Sôiit  de  Tordte  le 
moins  étévé^  te  terme  général  de  R  sferat  de  la 
forme  • 

Ae^e'^A*^  cos  {iWt^  int  —faf  —fcù  —  a/V) . 

Les  nombres  fy  f\  jf",  sont  supposes  positifs  ;  si  l'un 
d'eux,  f'P^T  exemple,  était  négatif,. le  terme  précé^ 
dent  serait  de  l'ordre  V  —  i  +  2/^  la  sonime  des  nom- 
bires  fy  f^€l  aj^y  prfs  avec  leurs  sigûesr,  devant  tou- 
ymrs  être  égale  k  î^—  r. 

Le$  considérations  pr^eécbntes  sont  surtout  utiles 
l(Mrsqu'on  veut  déterçaiofir  à.  priori  les  termes  du  àé^ 
veloppement  de  R  qui  dépendent  dun  arguntieut 
donné.  On  voit  que  si  parmi  ces  termes  le  moins 
âevé  est  d^  l'ordre  /,  k  même  ài^gum^nt  ne  se  ve^ 
produira  plus,  que  paimi  les  termes  de  Tordre  l  +  ti, 
ou  de  Tordre  l^^f  etq« j  de  sorte  que  si  /  est  un 
nombre  pair,  toufe  les  teilBfïs  seront  d'ordre  pair,  et 
ils  seront  d'ordre  impair  dans  le  eaSi  contraire.  €e 
résultât  prOyi^firt  uotiHseixlemetit  de  la  &iine  dfô  va* 
leurs  de  r^  r',  ^,  v^i  maris  enbcore  de  ce  que  la 
fonction  R  doit  être  indépendante  de  rorigine  des 
longitudes*  . 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  proposait  de  déterr- 
miner  les  termes  de  Rrelafrfs  à  l'argument  5n't — t^nty 
on  voit  que  les  moi»^  élevés  parmi  ces  termes  se- 
raient de  Tordre  5  —  a  ou  du  troisième  ordre ,  les 
suivans  du  cinquième,  et  aiuâi  de  suite.  Si  Ton 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre, 
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on  aura  f+f-h  3/'=  o;  les  nombi^  /,  /',  f% 
étant  supposés  positifs^  on  pourra  former  six  combi- 
naisons diflférentes,  selon  que  deux  ou  un  seul  d'en- 
tre eux  seront  supposés  nuls ,  et  les  autres  successive- 
ment égaux  à  I,  3  OU.3,  /"  excepté,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à  i  •  Les  termes  dont  il  s  agit 
seront  donc  compris  dans  Fune  des  formes  sui- 
vantes : 

M^^V    cos  (^vlt  —  oM  +  U  —  afi  —  3a), 
M^'Ve'  cos  {^fJt  —  mt  4-  5^  —  2«  — 2»  — a'X 
M^*W*  cos  {^vlt  -^  ^nt  •+•  Sfi'  —  3«  —  »  -T-  W), 
MPV*    cos  (^n't  —  27rf  +  Se'  —  36  — 5û>7, 
M^^eA*  cos  {^Tïlt  —  ixnt  +  5«'  —  a«—  û>  —  aO), 
M^*Va*cos  {^vlt  —  :mt  +  Sfi'  —  26  — a>'— ^n). 

Quant  aux  quantités  M^*^,  M^'^,  etc. ,  il  sera  facile 
de  les  déterminer  d'après  ce  qui  a  été  dit  n^  3. 

On  a  souvent  besoin,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations planétaires,  d'avoir  les  différences  de  R, 
soit  par  rapport  à  r,  soit  par  rapport  à  s^ ,  soit  enfin 
par  rapport  à  la  latitude  s.  Pour  les  obtenir,  j'observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r  peut  se  mettre  sous  la 
forme  r  =  a (i  +  2^) ,  en  désignant  par  2/  une  fonc- 
tion dépendante  de  l'excentricité  e,  mais  indépen- 

dante  de  a.  On  tire  de  là  ^  =  i  -f-  «/;  et  comme  r 

est  la  seule  des  variables  r,  i^,  r',  i^',  qui  renferme  a^ 
on  aura 

€/R d^L   .      j      V  d^    r 

d^  —  di^'^^^^) — dF'2' 
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ou  bien 

^—    ^ 
^       dr  ''^     da* 

Qoant  à  la  diffërentidlle  partielle  j-,  on  a  (^=sn^+e-f»i^^, 

en  désignant  par  (^^  une  suite  de  sinus  de  Tanomalie 
vraie  nt^^^^ — C9  et  de  ses  multiples*.  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée  d'une  suite  de 
cosinus  semblables  ;  on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  à  (^,  en  différentiant  la  valeur  de  cette 
fonction  par  rapport  à  l'angle  6,  en  tant  qu'il  n'est 
pas  accompagné  de  l'angle  a>  ^  c'est  -  à  -  dire  qu'on 
aura  '       ■ 

^  dR 

dv    '^    dt^ 

pourvu  qu'en  prenant  cette  dernière  différence 
on  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  ^x\^ 
gles  é-^û>  qui  sont  introduits  dads  R,  soit  par  le 
rayon  vecteur  r^  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  s^  y  et  qui  ^  par  cette  raison  ^  ne  doivent 
pas  varier;  c^est-à-dire  qu'on  aura  généralement^ 

dSi         dR 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  ^^^^  =  ^, 
^  _  ^    I   ^ 

d9  ndi     *    dm' 

Enfin ,  pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 
nous  avons  désignée  par  R^  par  rapport  à  s,  j'observe 
que  s  étant  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  auquel 
on  rapporte  son  mouvement ,  si  l'on  nomme  ^  l'in- 
clinaison de  l'orbite  sur  ce   plan    fixe,  on  aura 
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5  =:  sin  9  sin  (i^  —  n),  et  par  consecpient 

JSnï  dësig&ant  #aiU^urs  par  y  llnclînaisoti  mutuelle 
de^  orbites  demetm^  on  ^fU^  2^ 

<;o8^aEe;cosf  eos  (p' -f-^ii  f  sîn^^  cos  (rf  ^— II). 

Si  rpn  différentie cette  expression  pv  r«qp|W)r^ ^7  ^ 
B  (p,  que  dans  la  difierentieUe  ou  fas$p  ^3;;;ç|,  ç'=^y 
et  n-  =  n,  ce  (jui  suppose  que  I'qu  pread,  comme 
nous  le  faisons ,  pour  plan  fixe  le  plaj»  de  Torbite  pri- 
mitive de  m,  on  aura  .dy=: —  d(p,  et  par  co^n^ 
quent^ 

dK I  dR. 

ds  ^^        sin  {y  —  XI)  *  dy' 

Si  m  était  en  mpuYemeut  sur  Iç  pkp  t^èjpn^e  dp  J'OTr 
bite  de  m',  caa  ^upait  ^ç;;;»i;i>'«a(ç''^n)^.et  pf^- 
Qon^quent^ 

Nous  avon^  «uppos^  dm$  ce  qui  prélude  A  ^2  sioî>> 
ce  qui  donne  ^A  =  cos  7  j^^p^ ,  et  par  suite 

Les  valeurs  de  ^ ,  j- ,  ^ ,  formeront  ainsi  des  sé- 
ries qomppsé^,  ^  term^d»  s^mbJdbks  à  ceux  du  dé- 
v^loppement  de  R  dont  îU  àodiFettt» 
Enfiu,  au  miaym  de  Téqu^tion 
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lorsque  le  développement  de  la  fonction  R  sera  efr 
fectué,  on  pourra  en  déduire ,  par  de  simples  diffé- 
rentiations  ^  la  valeur  de  la  fonction  R,  qui  est  celle 
qu'il  faudra  substituer  dans  les  formules  du  u!"  44 
du  second  livre. 

Par  le  n*  8i  du  second  livre,,  qn  a 

^  »  <S 

ds         sin  (v  —  n)  *  dq* 
a: 
Si  Ton  substitue  pour  -j-  sa  valeur  tirée  de  Téqui^ 

•  dK 

tion  précédente ,  on  retrouvera  la  valeur  de  ^  à  la- 
quelle nous  venons  de.  pais^enir  d^ipe  manière  dif- 
féreat^  r 

Oapenit,  pooc  fixer  les  icbées  ».  suppqser  que  R  est 
la  vakur  de  U  fcHiçtipn  perturbatrice  lorsqtv'oa  re- 
garde comme  inimobile  le  plan  de  l'orWtç  (le  m,  et 
%  la  ¥^leurjCpp:|glète  de  qçttç  fonction,  eu  aj^ut  égar4 
aux.  Y^mtiou^  à^.  ce  plau,  Ov  ou  vqît  qyç  Içs  di0l^ 
repee^pdrti^JUwdfilftfopctipn  R  rdatiyes  au  gvaudi 
axe  éi,  ^  l'«n;.^r$niçi^§  e^AU  lougituitetc» dupttrihâio 
de  Torbite  de  7n^  et  à  la  longituddie  de  l'époque,  sont 
ig^  ^Iigc4{%'^ept«^  «Wve^pôpdrà^  R,  aux  quan- 
^M^  firQ&  4iA  «««Qi»d  màv»  par  irapport  aus  fooce» 
p«[jl^ifibatrt!Q«^^  4oi;$'^te'€te  prend  pour  plan  fiie  ce^ 
^m  de  l'ovbitd  d^.|7^'à;un«ef  époque  donnée;  ea  goi>t6 
flie}iipi»fil^)&>ih[{^ukfi^i  df^^rminent  les  yariatione 
et  w^£UfmaQ&4m  f^iit  aubslitHer  R  à  k  place  de  R  ^ 


Digitized  by 


Google 


a4  THÊMIIE  ANALYTIQUE 

puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 

du  carré  d^s  masses. 

Il  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux  variations 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  pl^n  de 
Torbite,  et  la  valeur  de  R  donnera 

-r-    =    tang     -  A   7-    +     -; -y 

dp  "     3         W        '       Siay    dTT 

dK  .      .    1      i^R 

-T-  =  — "    cos    -  y  y-. 

dq  1,    '  dx 

En  substituant 'çe^;. valeurs  jdans  les  formules  (9) 
et  (10)  du  n**  44  ^"  ^y^"^^  deuxième ,  en  observant  que 

5;r  =  ^  +  5ir'0«^^^^=  \ 

"     j  andt  I  ^  c?R 

^         S\ny\/i—Q*L,d!!T.    Via       .  \de^     '     dmJJ 

En  joignant  aux  forrhilles  (i),  (2)^  (5),  (4),  (8),  tlu 
n**  /^  y  livre  H ,  les  deux  précédentes ,  on  aura  par  la 
simple  différfentiatîon  des  dîfférens  tentiez  du  déve- 
loppement de  R'/ prise  par  rapport  'aux  élémens  dé 
l'orbite  de  m ,  les  inégalités  correspondantes  dé  cha- 
cun de  ces  élémens;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cpl  de  leursp  variations.  « 

5. Après  ces  considérations  générales  sur  là  réduction 
de  la  fonction  R  ensérie,  tious  allons  nous  occuper  de 
déterminer  l'expression  ana)jtit|ue  des  différens  ter- 
mes de  .ce  .développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n*"  8i  du  second  livre,  les  termes  qui  dépendent ^^ 
la  preçniçre  et  de  la  seconde  puissance  de&exceutn-f* 
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citÀ;  mais  comme  nous  avons  omis  de  comprendre 
parmi  ces  derniers  les  termes  dëpendans  des  indi^- 
naisons  ^  pour  rendre  notre  travail  complet ,  nons  re-. 
prendrons  ici  ce  développement  à  partir  des  termes 
du  second  Ordre ,  et  nous  le  pousserons  ensuite  jus- 
qu'aux termes  du  sixième  ordre  par  rapport  fiux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons.  Il  est  peu  probable 
qu'il  se  rencontré  des  cas  où  Ton  spit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  au  reste ,  on  y  par- 
viendrait sans  difficulté  d'après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  llnstitut  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Burckbardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s'étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats; nous  nous  sommes  attaché  à  les  faire  dispa- 
raître ;  nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  cet 
astronome  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  qu'il  avait  omis. 
L'intro(^uctiôn  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  Hnclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employée  jusqu'ici ,  rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment deis  excentricités. 

Enfin  *M.  Binet  a*  bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  recherches  sur  le 
même  objet,*  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en 
1812^  et  dont  j'ai  parlé  n^gô  du  second  livre.  Cet 
iiàméiBse  travaÛ  contient  la  préparation  de  toutes  les 
qnaotilés.  néceisâires  an  développement  de  la  fonc- 
tion R  jusqu'aux  t«>rmes  du  septième  ordre  ;  il  a  servi 
à  vérifier  de  nouveau  quelquesruns  de  mes  résultats^ 
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et  m'a  mia  à  même  d'offiir  avec  qae^a&conQaoïfie 
aux  géomètres  le  travail  le  phis  étendu,  et,  je  Vesjpète^ 
le  plus  correct  qui  ait  encore  été  publié  sur  ce  $ajet. 

DÉYELOPPEMElïT  D^  IX  ^OlfCTION  PÇRTUR9A7BJ[CG(  BN  SÉRIS 
ORDOIfJTic:  PAR  RAPPORT  AUX  PTJISSXXÎCRS  A^GEMUI^TJSS 
96S  ^XGE»TRIQITÉ9  ET  DES  JlfCUIfAlSOIirS. 

Ternies  qui  sont  de  tordre  le  moins  éles^  partm 
ceux  qui  dépendent  du  même  argument. 

Termes  du  sfiççni  ordre. 
6.  Soit  : 

R  =  MW.c«.  co«  [i(/i'£  —  lU  4- 1'—  •)  4-  ^nt  +  at  —  im] 
-f-M<*l./*.co»t*<'»'«  —  «^  +  •'  —  «>•+•  Wt  +  A<—  îM»fl# 

QQ  aura 

Nous  laissons  subsister  dans  ces  fiMrmules  les  puisât 
sauces  des  quantités  i  —  i  et  £  -^  3 ,  sans  les  dérelop» 
per,  pour  la  commodité  des  calculs  uiimérijqttûs  et  la 
ÎMcilité  des  irérificatious. 

Los  diSereuces  de  la  fouctiou  A^^^  ajpi^i  ^^ue  oriics 
ds  la  fouëtioju  W^  relatives  à  a^  ont  é|e  couverties  ea 
différences  rehutÎTes  à  ^^  sa  inoy«a  des  formules  ém 
b""  &i  du  llym  second  ^  fwmules  qu'où  peut  pécèon^ 
ger  aussi  loin  quW  le  voudra ,.  et  qu'on  p^  ^teuAre 
àkfonolioiiC^>* 


\ 
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il  3=  N^^  A\  ces  [f(/i'<— w^H-  é'—  0 + 27i«+a€— an] , 
04  aura 

Pour  t^piË  eoinpliqoer  les  farmules  »  iioii$  aToos 
ki»  comme  dans  œ  qui  va  snivro,  écrit  sép^réfomt 
les  termes  dëp^ndaos  des  tadinaisons;  ils  doivent  ëvi- 
demment  être  réunis  aux  termes  du  même  ordre  dé- 
pendans  des  excentricités. 

Les  mojnens  de  vérification  ponr  des  ealenls  aussi 
compliqués  qne  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
quantités  M^^  IIP%  M^*>,  sont  précieux.  Nous  allons 
en  indiquer  plusieurs. 

La  fonction  pertûiiiatrice ,  lorsqu'on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance  mutuelle  de 
m  h,  m\  étant  Symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planète  troublée  et  de- la  planète  perturba- 
trice^; il  en  résulté  que  sa  va^ur  ne  variere  pas  si 
Ton  y  change  c6  qtii  est^làlif  i^^i^en  ce  qui  est  rela- 
tif à  m\  et  réciproquement;  d'où  l'on  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  M^^^  Ott  change  a 
en  a\  et  i  en  —  £  -f»  ^ ,  et  les  différences  de  A^'^  prises 
par  rapport  à  a  en  différences  relatives  à  ^^  la  valeur 
résultante  sera  égale  à  M^'\  Comme  les  quantités  M^*^, 
M^^  ont  été  calculées  ^parement '^  il  sera  &ci)e  de  vé- 
rifier de  cette  manière  leur  exactitude^  et  Ion  verra 
qu'on  peut  étendre  une  vérification  seo^blable  aux 
différens  termes  de  la  fonction  R^  quel  que  soit  leur 
ordre. 
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Un  second  moyen  de  vérification  résulte  de  la  re* 
marque  qu'a  faite  Burckhardt,  que  si  l'on  compiire  par 
voie  de  soustraction  les  coefBciens  de  Â^'^  et  de  ses 
différences  successives  dans  M^*^,  M^'^,  M^*^,  et  les 
quantités  semblables  relatives  aux  cubes  et  aux  puis- 
sauces  supérieures  des  excentricités^  on  arrive  en 
général  à  des  différences  constantes.  Ainsi  ^  dans  les 
termes  du  second  ordre  ^  les  secondés  différences  des 

cbefficîens  de  À^^?  et  de  -j—  sont  égales  à  2*;  dans 

ceux  du  troisième  ordre  y  les  troisièmes  différences  de 
ces  coefficiens  sont  égales  à  3^  j  dans  les  termes  du 
quatrième  ordre^  les  quatrièmes  différencessont  égales 
à  4^.;.  dans  ceux  du  cinquième  ordres  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à  5^,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple^  dans  les  termes  précédens ,  les  coef- 
ficiens  de  A^'^  sont  : 

-.     Pour  M^">    4i»  -^  Si  /     T^        ."^'~"'' 

Pour  MW    4£«  ^-  aï  T  ^^-  »    /  +  4 

Pour;M^*>    4Î*  4-  y  +  4  "*"  7^-1-  4 

Les  coefficiens  de  -:r-  sont  : 

da 

irit  diff.  ' 

Pour  W    ^  —  3 

Pour  M^'^  4£  .^  2 

Pour  M(*>  4i  +  6 

'    Les  coefficiens  de  -^j-  sont  les  mêmes  dans  les 
troi  s  quantités. 
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Il  sera  facile^  si  on  le  juge  convenable^  de  dëve- 
lopper^  par  rapport  aux  puissances  de  i,  les  valeurs 
de  M^^,  M^'^,  M^*^;  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes^ il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
les  coefficiens  appartenant  à  la  même  différence  de  A^'^^ 
mais  bien  ceux  qui  sont  relatifs  au  même  angle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  ce 
calcul  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Termes  du  troisième  ordre. 


7.  Soit: 

R  =  MW.e»  .  CM  li{n^t  —  nt  4-  t'  —  •)  H-  3«t  +  3i  —  3«] 
H-  MCO.c**'.  cos  [i(n'«  —  nt  ^-  i'  —  t)  +  3iif  -f-  3i  —  a«  —  <»'] 
4.  M<0.cc'«.  cos  [i(/i'«  —  nt  4-  /  —  t)  +  Sut  4-  3i  —  •  —  a»] 
H-  MO.c'»  .  co»  [i(/i'<  —  Ht  4-  /  —  t)  +  3/i«  +  3t  —  3«'], 

On  aura 

/•      (8i3  — 3oi«-f->50ACO 

f[8(£-,)j-6(i-i)--5(i-i)]A('-0 


<2a* 


<ia3 


[  8(1  —  a)»  + 18 (i  —  a)* 4- 8(i  —  a)]  AC— ) 
4-  [ia(«  —  a)«  4-a5(i  — a)  4-  lo^fl  ■ 


4-  [  6(£  -  a) +  8]  a>  ^-^j^— 4- «> 


rf>A('-») 


[  8  (î  -  3)5  H-  4a  (ï  —  3)«  4-  65  (i  -  3)  4-  a7]A('-3) 
M0)=4-  2^.  J+  f^'* ^*  -  3)*  ^  ^'(^ -  ^)  "*•  ^'^''  •'^-^--^ 

[+  [  6<*  -  3)  4- 15]  «• -2j^  4- a' -;5^;5~. 


I 


^ 
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Oti  peut  vérifier  ces  Tdanrs  par  les  mùjeht  exposes 
dans  le  ûuratfro  pracëdent.  La  troisièmetlifféTeiicedes 
côeflkieud  âé  Èfi^  est  ^7  ou  3^,  la  déutcièsne  diffët^nce 

des  coefficîens  de  -^-  de  même  27,  la  première  diffé- 
rence ded  coefficîens  de  -32^,  est  ^ . 
Soît 

R  =  N(o)ex«  cos  [«(«'«  ^  Rt  +  t^  —  t)  -f.  3nf  —  «  •»  an], 
+  N<')cx'*coaL[i(/i't  —  wi  +  •'  —  •)  4.  3««  —  V—  an]. 

On  aura 

On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  termes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités ,  par  les  considérations 
suivantes.  Soient 

i2AWcos[£'(7i'/  +  €0  — r(/i^  +  6)] 

i2Aœcos[(î+0('^'^+O-(^*-0(''^  +  €)], 

deux  fonctions  qu'il  s'agit  de  développer  en  y  faisant 
varier  les  quantités  a,  a\  nt  etn't^  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n®  S.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  effectué,  on  en  déduira  immédiatement 
celui  de  la  seconde,  en  y  changeant  T en  £  +  1 9  et  £ 
en  i^^i;  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y  suppose  t  z=zi^  et  que  dans  le  dévelop- 
pement de  la  seconde  on  se  borne  à  considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 
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Toie  d'udditîoilv  txHhme  <M  termei  i^teJtent  tiéces- 
«airem^at  d'un  des  tit»s  fa^Asuns  aaivaas^... . .  •  «  « 

^(}*  +  0^^*"^'ACOain/>,  ((»à  l'oit  fcit,  pourabr^ 
^er,  p  =  iV^ — int  +  /'é' —  «,  et  qu'en  n  ayant  égard 
qu'à  ces  termes ,  on  a 

sîn(//4-/J.2A<'5cos/?  =  i2A^'^sin(/i4-yi  +  0 
cos(/«+f)»2A<^cos/>ŒiSA^'^€Os(/iH-yi+i) 
sin(/^+/)*2i**^*A<%iûpeM--i2t>*^*A«4o</^^ 

Il  est  évident ,  en  comparant  ces  relations  à  celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n"*  3  ^  qu'on  aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  développe- 
ment de  la  fonction  i  2,  A«  oosj;(î+ i  )  (n't^ff) 
— (  i  —  i)  ( 71^4-  «)],  en  divisant  par  deux  le  coeiK- 
dent  du  terme  correspondant  du  développement  de 
la  fonction  ^  S.A^*^  cos  [f(^nft  +  fi' )  —  i  ( w^  +  «)]> 
dans  laquelle  on  suppose  i'  =  i,  après  y  avoir  fait  les 
substitutions  indiquées  plus  haut. 

Cela  posé^  la  fonction R',  a*  3,  en  ne  considérant 
quû  les  termes  dont  nous  nous  occupons  en  ce  mo- 
juefut,  devient 


R'5=  —  .2AW  CM  iir^t  ^  ««  4^  t'  —  «) 

9 

H-  2.  x«2. «a'B(0  co«  [(i  H- 1)  (»'«  +  0  —  (i  —  i)  (nt  +  *)  —  aHJ 

4.  ^x42.a«a'«C(0  cos  [(i  -f-  a)  (n't  -f-  0  —  (i  -  a)  (/i«  +  •)  —  411]. 


Si  dans  le  développement  de  la  fonction 

2 •  A^^^ cos i(n!t  —  nt-^e'  —  6 ) ,  on  désigne  donc 


m 
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par  i  le  coeflicient  de  n't  pour  le  distinguer  du  coef-^ 
iicient  de  nt ,  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
cette  série  par  J  X*,  et  en  y  changeant  i'  en  ^  +  i , 
i  eni  —  i ,  et  A^*^  en  aa^  B^*^,  on  aura  le  terme  corres- 

m' 
pondant  de  la  fonction -g- X*  2  aa'B^^  cos  [(*4-  ï) 

(  w7  +  €')—(  î  —  I  )  (  ^^  +  É  )] >  et  en  multipliant 
ces  mêmes  termes  par  -^  A*,  et  en  y  changeant,  i'  en 
1  +  2,  i  en  £ — a  et  A^*^  en  a^a'^QP^  on  aura  le 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion ^  .  m' A^  2  a*a'*C«  cos  [(i  +  3)  (7l7  +  £') 
—  {i — 2)  (n^  +  g)]. 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  aura  converti,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  les  diflFérences  partielles  de  A^'^  rela- 
tives à  a'  en  différences  partielles  relatives  à  a;  ce 
qui  tient  à  ce  que  les  fonctions  aa!  B^^,  a^a'^  C^*^,  sont 
comme  A^^  des  fonctions  homogènes  en  a  et  a'  de 
Tordre  —  i . 

Cette  remarque  facilitera  beaucoup  la  détermina- 
tion des  termes  de  la  fonction  perturbatrice,  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  ;  mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  ne  s'applique  qu'aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d'addition^  et  qu'elle  ne  saurait  s'étendre  aux  autres 
termes. 
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Termes   du   qufUrihme   ordre, 
8.  Soit 

R  =  M(«)«4      C08  [r(ii'|  —  nt  +#  —  »)  -f-  4>i«  +  4i  —  4»] 

H-  M<Oe>c'  cos  [i  {n't  —  ««  -f-  ,'  —  «)  -f.  4,,^  -f-  <•  —  3»  —  ^ 
H-  MWcV»  C08  [/(/l'f  —  nt  -f-  i'  —  ,)  4-  4/if  4-  4i  —  a»  —a»'] 
4-  M(»)ee'3  cos  [«(/i'«  —  /i«  4-  ,'  —  .)  4.  4^*  4,  4f  —  »  — 3»T 
4-  M0>e'4     COI  [£(»'/  ^  «t  4,  ,'  —  ,)  4.  4„£  4-  4j  —  4»'] , 

on  aura 

(i6i4  —  laoiî  4.  a83j«  —  !ïo6i)A(0 
(BaP  -  168*^  4-  a36i  -  64)  «^^ 

^^^^=+5-.{4-(a4^^78i4.48;««^^ 

Ci6(i— i)4_5a(ii_,)J4.  aa(i_i;>+  a6(j— iflAC-')^ 
j+  [3a(i-.).î-6o(i-i)._  io(i-.)  H.,8]aî^^* 

[16  (i— 3)44- 16(«-^  a}s—  39(1  — a)»^  ao(i—  2)]A(«-»)\ 

i4-  [32 (*  -2)34- 48(i-  2)«-  i6(i-2)  -  2o]a  ^^^^^ 
+  [a4(.-»)'+36(i-a)  +  a]«.  ±^ 

[i6{i  ~  3)44-  84(£  -  3)'4-i3o(e  -  3)a4-  54^*  -3)]  A0-3\ 
i  +  [32(i  -  3)34.i56(i-.3}='4-2i8(i  -  3)  4-  78]  a  ^"^^'''^ 


M^')--;;^  '  \-f-H0-.3)»4-  93(-3)  4-  81]  .»  ^'^^''"'^ 


</a 


7»' 


,+  c8,-3)-^.8]„.^i^>^./%:!>. 

[i6(i-4)44-i52(i-4)î4"^99P-4).4-i546(£-:î)4-256]A<'-4)^ 

4-[32(i-4)34'a64(£-4)»4-692(/-4)4.568]  a  ^^^^ 

da 


^^^--^  384'  i-4-[24(M)'+i5o(i.4)  4-328]  «•  ±^t^ 

V-f-L  8(i--4)  4-  28]  «3  — — f.  «4  — 

Tome  III.  5 
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La  première  iHfférettde  àtH  cùdMtùs  de  a^  ^  est 

-f.  I  o ,  la  deuxième  difféi#ice  des  coei&eieifd  de  a»  ^^ 

egt  4-6â,  la  troisième  des  coéfficîëns  de  ^5^^^  est  +256, 
et  la  quatrième  de»  coeflfideits  de  A  est  de  même -4-256. 
Soit 

R  =  N(<»)c»x«  C08  [Hii't  —  rtt  4-  .^  —  f)  4-  4»«  4-  4«  —  ^^  —  aH] 
-f-lS(OccV  cos  p(/i^£  -i-  »t  -<-•'—•)  -+-  4««  4-  4*  — *  »  — »  — an] 
+  WO)e'»K«  cos  Ct(rt'«  —  rti  +  /^—  «)  +  4^«  -l-  4«  —  a»   —  an], 

on  aura 

T«<o)  — j,ÏL£fL   J  rfBO-0  J«B<'-0        i 

mW  f     t4ft-^y+«(t-a)-43BO-)  1 

^''----ïg-|+E4(i--.)+41«^-*--'^-|^.    j 

«'.V    r     E4(^-3)»-+-ai(£-3)-4-a7]BO-3)  \ 

^^^-■^     3a      |4.i:4(£-3)   4-ia]a-^^+a»-^^— .  j 

Soit  enfin 

R  ==  Tï(i). x4 rcos  [i  (tt't  -  /j2  4- 1'  —  .)  4-  4>ï«  4-  4*  ^  4"]  y 

un  aura  \ 

lao 

Termes  du  cinquième  ordre. 
g.  Soit 

R  =  M(o>*«  cos  p  (n't  —  /t«  +  «'  —  «)  4-  $««  4-  St  —  5»] 
4^  M(Oe<e'  cos  [£(»'(  —  ne  4-  /  —  ♦)  +  5/i«  -<-  5i  —  4»  —  »T 
4-  MC«)tf3c'»cos  [if/i'i  _  hf  4.  i'  —  t)  4-  5»^  4-  5i  -^  3»  — q»'] 
4-  M(*)c»è'3co8[i(n't  —  nï  4-  •'  —  •)  -4-  5/i«  4-  5t  —  a»— -i*^] 
4-  M(4)ce'4  cos  li\n't  -*  nt  4.  ^  —  ♦)  4.  5«<  4,  5i  —  »  --4«»T 
4-  M(5)c^*    cos  [i(/i'«  —  nï  4-  tf  —  •)  +  Sut  4-  5i  —  &i'], 

On  aura 

,     L3a»*  —  400*4  4-  1 5901»  —  336oi*  +  2194Î] A<0 
I  4-  [80*4  —  7601^  4-  a375i»  —  a64oi  4-  6a5]#  ^^ 

^^*''  \  €fîA(0 

I4-  [4oi*  —  *70ï   -^  «5o]  a'  -^  j— 

^+CiP*^ao]«4_-4-«*-5^, 
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If      8«C/-i)4-3ga(f^i)»+4,9(,_,J.l     jaC'-O 
1      l+i38(.-i)  ~n8  /"-dT"! 

t     3i(i  -  4)»-  48(i  -u  i)<  -  t34(l  --  a)»  )  i ,,  ,, 

14-114(1- a)>+io4{i- a)  ;■*'     > 

l       t     8*(£-  »/fc^  34(£~,  a)»  -^  a7.(i  -  a)»  I  :  ^y-.'> 

Pl+   3(.-3)  +  9o  J     ^■5â~L 

1+  [46(i-^»)«+3o(i*^!«)  -  «31  ai  ^^^^^   : 

^       3»(i-3)»  +  ia8(i-3)4+.5o(i_3)3»  .„  ^   . 
L   )       «à(i— 3)4.-f.344(i-3;»+3<)5(i-î)»î    rfAC-î) 

M<'>=+^  /+  C8o(J-  3)>  +  3a4(i- 3)'+3oa(i-3)-  3]«.^!^'*' 
f-»-  [4o(j-3)'+  i3o(£-3)  +8i]a»  ±^^ 

'  4-+^»474(i  -  4>  -1-824  /  **  "aZT" 

1+  [4<<«"^4)»+»3o{^r4)  +  3»a5  a»  ^'^?"^? 
\^  ltr>(,  ^4)  ^  Kî,i  ___  4.  „»  -jj^, 

3.. 
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\+7o55(ir-5)*-f^i74(*-ô)  ^-3ia5  I 

J       •  8o(t  -5}4-|.io8o(i— 5)î+5255(i-'5)«  I  ^  ^A(<-») 
■t-hio8ao(i-5) +7845  I         ^ 

/    I  d*A(''-*)' 

1  <i»A(«-5) 

1-4-  [4o(î-5)«+33o(i-5)  -f  670]  a^  .  ^^, 

W  [io(i-5)  +  45]  «<     ^^4      +  ^'  ""^SS^- 

La  première  différence  des  coefficiens  de  a^    ^^ 

àPK 
€St  1 5j  la  deuxième  des  coeflSciens  de  a^  -^  est  1 27  ; 

la  troisième  des  coefficiens  de  a'  ^  est  &45f  ïa  qua- 
trième des  coefficiens  de  ^i  ^^  est  3 1^5,  la  cinquième 
des  coefficiens  de  A  est  SiaS. 
Soit 

R  =  ]VC<»)c5x«    C08  [i  {n't  —  n«  -4-  •'—  1)  -H  5»l  -f.  5t  —  3«  —  aU] 
-f  KCOe  Vx»  cos  [i  («'^  —  «t  +  •'—  •)  -h  5n«  +  5i  —  a»  —  »'—  afl] 
-f.  ]S(»)<?e'»x»  cofi  [i  («'«  —  nt  -f-  /—  0  ■+•  5n«  4-  5i  —   »  —a»'—  aO] 
-I-  NO>c'ix»    cos  [i  (n-«  —  nt  -H  i'—  •)  +  5/it  H-  5i  —  3»'— aH], 

on  aura 

![  8(1  — iP-42('  — 0'+59(ï— 0— i6]B(«-0 
+  [ia(*-i)>-39(i-i)+^]a-5j- 

^      [8(i  — ap  — a(i  — a)*—    8(i— a)-Ma]BO-«)    ^ 

1  dBC-»)  I 

KC)^  I  ''*'^^'  j  H-L"  P  --  ^)'  H-  3  (ê  ^  a)  -  '7]«-^  l 

(+n6(i-a)+a]a.-2— -+a»-5^^,  ) 

![  8  (i  -  3)5  +  38  (i  -  3)»  +  33  (£  —  3)  + 19]  BO-')    \ 
^.  [,a(ê -3)* +45(^-3)  +a7]aiî2p  I 

+  L6(i-3)    +,3]a«-^^^+a'^-5^3-,  ) 


Digitized  by 


Google 


I 


DU  SYSTÈME  DU  MOSDE.  i 

[  8(j—  4)3-f.  7»(i  —  4)«4-  a48  (i  —  4) -f- a56]  B<«-4> 

Soit  enfin 

R  ==  W(4)cx<  Ç08  [£(/»'«  —  nt  +  »'—  t}+  5n£  +  5«  —  •  — 4n] 
4-  N(«) A4  cqs  [i  (n'f  —  «f  4.  /  —  ,)  +  5/if  -|-  5i  ^  »'—  40]  ^ 

OQ  aura 

Thermes  du  sixième  ordre. 
10.  Soit  ' 

R=  MC»)©»  co«  [it/j't  —  »«  -h  t'  —  •)  4-  &it  4-  6i  —  6»] 
-f-  M<«)eV  <;o5  [i  («'«  —  nt  4-  «'  —  «)  4-  6/it  4.  6t  —  5»  —  »'J 
4-  M(*)cV*co»  [i(»'e  —  «f  4-  i^  -^  ♦)  4-  6«<  4-  6» —  4»  —  24/] 
4-  M(*>c3e'»co8  [î(/i'f  —  «f  -f.  ,'  —  t)  4-  6/ie  4-  6i  —  3«  —  3»'] 
4-  M<4)c«c'4co»  [i(n'«  —  ni  4"  /  —  t)  4-  6/i«  4-  6«  —  2«  —  4»'] 
4-  M(«)ec'»  cos  [i(«'É  1—  ne  4-  «'  —  •)  4-  6»ï  4-  6t  —  »  —  5»'3 
4-  M(«>c'«    co»  [t  {7i'<  —  ««  4-  i'  —  ♦)  4.  6nt  4-  61  —  6»'] , 

on  aura  ■ 

{(6416—  iMoi»  4-  S66oi^  —  27925*3 1 
4-  48538i*  —  293521}  /  ^^ 

«        (igai*  —  2tt8oi4  -♦-15780*»  —  378901»  1     JA(0 
W  36324*  -  7776)  i^    da    ^ 

I4-  (240*4  —  2760*34-  10725*»—  i58io*  4-6480)  a*  -T-j- 1 
i|wou  \^(,gQ£,  _ ,3î|oi»4-  32201  —  2160)  a»  -^^ 

[-|.(6o*«—   3i5*4-36o)fl4^^ 

.  '       .        ,  ,    .''«ACO^    ^*£«A(»> 
^4.(i«-3o)a^-^-4-ae_j-, 
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l  -^5^o(/— i)'4-io:»8(f— i)'-f-îïi94<i--0   J ^ 
,    f       I92(t—i)«— 1760(1— i)4+5oîo{f— on      dAi^i 
"*■  )-^389o(î— 1)«— 1836((— 0  -f-ia5o  }  ^     da 

i     a4o(t—ï)4_i6oo(i— 1)5+2775(1— i)»l    ,<<«A(<-0 
l-52o(i-i)  -  875  /^     ^iia> 

-h  [i6o(i— i)»—  7ao(i— i)»-|-66o{i-i)-Moo]a3ÎÏ!:^'^ 

+  [  ,a(,  _,)  -  14]  «' -5i;r- -^  ^* -gsT- ' 

f  64  (i^d)«-  38(5(!ir-3)5+  n6(i-,)i  1 

1+  61  (i— a)»— 722(1— 2)*— 824(<— a)    J 

f  19»  (i— :>)*—  64o(Mà)4^^  608(1—^)3  I    4A(* -«)  , 

1- 


MW 


8072' 


4-t9io  (i— 2)*+ 292(^—2) 
240  (£—2)4—  44oCi— 2)î 


.640] 
-9i5(- 


\4-[i6o(i—2)»—i2o(i— a)*— â8o{i— 2)4-80]  f^* 


M(3)=- 


?3o4 


1+' 


fl4(i-a)H-   96{«-3)«^53«(i^)4î 
^  e42(t^3)»4- 88o(«--3)H-7oa{i^3)  ^^ 

192(1— 3)«4"  48o(i— 3)4— 8o4(i— 3)» 
—a  1 3o  (i— 3)«-|-  264(1—3)  4-702 

3i4o(i— 3)*+  72o('— 3)*— 345(1— 3)»' 
— i35o(i— 3)  —  225 


da* 


W  [i6o(£r-3)»4-  48o(i-^)»4-i<W)(«-3)-2fc4  >»    ^\    ■ 


f  +  [  6o(i-3j»+  i5o(i-3j  -f-  42]  a4  él^^*   '^ 
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f        64<tV4)«+  5^8^— 4)*4.ïa36(i-4)4 

f  i()a  (i— 4)«-f  i6oofi— 4)4+4i3a(i-4)» 
"1  Th;i35o  (i-^4)»^2a?Q(M)  -^^^46 

C  240  (j— 4)4,^1880(1— 4)34.4485(j-4)* 
"(-f33o;i(i— 4;  —  aoo 
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dA(«-4) 


M<»)=- 


M<4)a^      -^'r^- 

^"^^    \+[i6o(i-43»+io8o(r-4)»^WOoCi-4)+ioa4]«»^^î^^ 

f+[  6o(i-4J--f  3o5(i-4)  ■+•  344]  «*  ^^^^ 

•" 
f  64(i-5)«-f.    ç)6ot/.5)»-|.  54-10(1-5)41 

+i«i  1  o(/-5)--|.i«ïiîï6(i-5;»-4-  6i5o(i^)  (  ^      ' 

i9i(t-5)«-f.  a72o(i-5)4+i4Joo;i-5;»>     t2A(h'^) 
4-337io(i-5)*4-34684(£-^H-i«jf)7o  f  ^     Aa 

f        !ï4o(/-5)4-|.  3o4o(i-5)»+i3575(j-5)*l    ,^«A(i-i^)f 
'(+25i8o(i-5;  -f.i56a5  J**'    «ïa»     \ 

[1^1— 5)M-*68o(i— 5}*-4-56tïo(i-^)-f-59oo]«»' 
-[  K«  -^)'+  46o(.«-5)  4-  85o]  «4  ^^^^^ 

r  64(f-6)fi^i3o2li-6)«-fraoao/«-6)4  j 

<+  5oi85(t-6j'-f-ii723S(i— 6)«  >A(i-6) 

l-^ia56i$(«-6)  -f  4G656  ) 

If  i9a(*-6)«H-384o(î-6)4-|.a97oo(i-i6)n     dAC^-g) 

|"*"l-f."o3io(i-6)*4-i94964(î.6>+-i2945«     J  "     rfa 
r  f         a4o(i%^)4+4i»oo(£-6)»+a69a5(ir^*  1    ^J'A(i-^^ 
;-{      l  -f-  7467o(i-6)  +75a4o  /        <<«» 

|+[i6o(i-8)3+2a8o(t-5;*-+-io66o(i-6;-hif32o]aï! 


76»o' 


da» 


M<«)= 


4^' 


défi 


f-f"[  6o(t-6)»+  6i5(i-6)  +  i56o]  «4 


i|4A<»-«> 


Ja4 

La  premièn^4ifférence  des  coefficiens  jde  ^  ^  est 


d^A 


i64>  Ifi  seconde  des  coisfficieiis  de  4;i(^2rr  est  204     la 


Digitized  by 


Google 


4o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

troisième  des  coefficiensdea'^-^  est  1966^  la  qaa- 

trièmedescoefficîensdea'^  est  13792,  la  cinquième 

descoeffîciens  dea^  est  46656;  enfin  la  sixième  des 
coefficiens  de  A  est  46656. 
Soit 

R  =  N(o>e4x«.  C08  [i(/i'«  —  ni  -f-  t'—  t) -f- Sut  +  6i  —  4»  —  ail] 
•+-  NCOcîe'x»  co»  [«  («'/  —  «1  -f  •'—  i)  4-  6««  4-  6t  — •  3«  —  »'—  aH] 
4-  N<«)c«y «x^cos  [i  (V<  _  Rf  4.  i'—  i)  4.  6r<  +  6f  —  9«  —a*'—  aH] 
4-  N<5)c«'3x» cos  Ci(n'«  —  nt  4-  •'—  •)4-6n/4-6«—   »— 3»'— an] 
4-  NWc'^x*   C08  [*(n't  —  ne  +  t'—  •)  4-6w«4-6«  — 4»'— aH], 


on  aura 


f      ,6(i_,)i-,5a(î-î)>4^75(i-i)*  1  ^ 


»'^.,'  1+  [3a(£— i)3-ai6(i— 1)»4-  4ifp— 0— ^00]  a 


> 

^    |4-  [a4(i— 1)«—  loap—i)  4-  90]  a»  ^'^^7'^ 

r      ,6(£-a)4-  5a(i-a)»- 5o(i-a)»  1  ..,_. 
)+io8(i— a)  — i3o  /  ^^     ^ 

1+  [3a  (i-  a)3-  60(1  -  a)*-a8o(i  -a)+488]  a  ^5^ 

«a 


N(^)= 


7<^   \   .   r  >£/•        w      *^,-         N    .    /:..-,     .^«BC*— ) 


/ 


j4-[a4(i— a)»— d9(i--a)  4-  ^]  «• 


«?«» 


i4-C  8(i-a) -a]a» -j^^  +  «4-__, 
r      Uî(«-3)44.  48(«-3)»-37(i-3)*ï -.„_,. 

mW  HPaf«--3}»  +  96(i-3)--4o(i-3)4-34]«  ^'^' 
^^  U  t»4{i-3}-+6o(é  -3)]  a.  ^> 

ij.rw;      qij..,T    .«f»B('-»>  .     ,<{4B(i-si 
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Hi4o(«-4)-a84  f 

«768  A  rf»B^»-0 

L.rflr'     A^-«i     .d^B(^-4>     ,      .rf4BCi-4) 


flta»  €ia4 


f  ,6:i^5)4+ 348(t-^)»+i4ii{i-.5)«l 

l^"  348o(i--5) +3i»5       ,  -  \°^     ' 


m'aa'  H[3a('-5)'+  4o8(î-5)«+i7ia(*-5)  +  a36o]  a  ^2^:2 

l+[a4tf-5)*-H  aaaC*— 5)  H-  5io]  a*      °\ 
^r  Q/-     ex  _i_  '  T     .  ^'B(i-5)     .      ,rf4B(î--0 


Soit  enfin 

R  =  iy<5)c«x4  CO8  li{n't  —  n«  -f-  «'—  t)  +  4n«  +  4i  —  2«  —  411] 
4-  N<«)c^x4cos  [£(»'*  —  Til-h  •'  —  j)  ^  47»t  -^4i  —  •  —  »'  —  4n] 
+  N(7)c»«x4co8  [i{n't  —  nt  +  t'—  0  +  4n£-f-4«--a«'— 4n], 

b  •  ' 

on  anra  # 
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Termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances  supé-- 
Heures  des  excentricités  et  des  inclinaisons^  qui 
peuvent  être  ramenés  à  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  puissances  dun  ordre  moins 
élevé  de  ces  deux  élémens. 

T'erjnçs  nbi  éhuxfème  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités, 

H .  Soit 

R  =?  M<«)  co»  p  {n't  —  nt  4-  t'  —  «)  -f,  4»'  —  »] 
4-  MCO  cos  [il^'t  ^  nt  -^  •  ^  «)]  , 

on  aura,  n*  8i,  livre  H,  • 

^,,,      m'ee^     C^„.  .    ,        ,.  .    „.,.^,          rfA(»-*-'>  d»A<*^'>\ 

M<o)=  -^  .  <J[4(n-i)«-a(i-Hi)]A<»-^0— aa— ^^ aa___^, 

i  pouvant  prendre,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes ,  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y  compris  zçro. 

Termes  du  troisième  ordre  qm  ont  même  argument  que  ceuss 
du  premier  ordre. 
*  12.  Soit 

R  =  M(o)  co»  [i{n't  —  nt  -f-  •'  —  t)  4-  nt  -f  t  -I-  »'  -^  a»] 
4-  M(0  cos  {i[nft  —  nt  -+-  •'  —  #)  4-  n«  4-  •  —  »] 
4-  M(«)  cos  [iCn't  —  nt  4-  «^  —  •)  4-  ««  -f-  •  —  «O 
4-  M<»)  cos  [iin't  —  nt  4-  t'  —  •)  +  »<  +  •  —  W  4-  H  > 

on  aura 

![-  8 (t  4-  0»  +  14 (^  +  ')•  -  5  (i  4-  1)]  A(«+0  ^ 
i:-4(£4.0.+  7(^4-1)  -.4]«^^2^ 
[     a(*4-0-fi]«-'~^ï;;^+«^-^^— ' 
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!(8.'  -  loi»  +  «•)  A(0  ,+  (4(*  -  7i  +  â)  «iî4^  j 


r+-^ 


)  .  d>A(0 


i—  L8(«—i)'+i4  ('■-')*  +  5  (i -»)+!]  A('— ) 

f +?.«•  --  »^  +  \«1  «•  -^T~  +,^^'  -^— ^-        3 

;  Nous  ometti^pns  les  termes  de  inéme  forme  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons ,  narce  qu'il  n  en  peut  résul- 
ter,  dans  les  applications,  que  des  quantités  insensibles^ 
H  en  sera  de  jxiênie  dans  toute  cetto  piirtîe  du  !déve- 
Uppemçht  de  la  fonction  R  jusqu'aux  termes  dja  cin- 
quième ordre,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière, à'patise  de  leur  importance  dan^  1$l  théorie  de 
J/ûpiter  et  Saturne.  '^ 

Termes  du  quatrième  ordre  gui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités  et  dus  inolinakons, 

l3.  Soit 

R  ==  M(<»)  CO8  [i  {n't  —  »«  -f  /  —  1)  4-  9«'  ^  2»] 
-f-  M<0  co»  [i  \n't  —  »f  +  i'  —  t)  4.  «'  —  »] 
+  M(»)  C05  [i  {n't  —  n«  +  •'  —  f)3 , 
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on  aura 

[    i6(J+2)^-56(i+a)»+6i (i-f-a}»-!2o(H-a)]A(«-*->) 
l+[-i6(i+a)*+36(i+a)-ao]  a — jj—      ' 

^^         i+C-  8(i-h2)»+i8(i+2)+.  »]«•  — g-jr— 

|+[    i2(t+i)*-i8(i+i)+6]  a  -^J— 
3a     Y+C      8(i4-i)»-9('+i)~3]a*-^^—  ^ 


rfa»  ifa* 


M(0=r\ 


t— i6(i+i)4-ha8(i+i)*-ïo(i+i)»+2(î+0]A<«"^*)^ 

^A<»+0 
[    ao(i-hi)»-i8(i+i)— 6]a^j— 

-5 \  J>A(»-*-0 

.a3A(i+0         ,rf4ACi+«) 
\        da*  da^ 

f-8'""  -3^  +  4a'  -^—  +  a4 ___, 


dÀ(f> 


M«=/+158 


mV4    \     (i6£«-i7»»)ACO-<a4l«-a4)._^ 


^evl     .6t<A(0-06.--4)«^ 


/-  (*'  -  •«»•  -SV-+8»'  -J„7-  +  »*  -AIT 
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l^ermes  du  quatrième  ordre  qui  ont  mimes  argumens  que 
les  termes  du  deuxième  ordre, 
14.  Soit 

R  =3  M<o)  cos  [j  (n'«  .  n£  -f  /  —  •)  -f  3;i<  +  ai  -f-  »'  —  3»] 
-H  M(0  cos  [t  (n^t  —  n«  ^-  i'  —  t)  -f-  a«t  -^  at  —  a»] 
+  M<*)  cos  p(n't  —  «e  +  «'■—•)  -f-  an/  +  ai  —    ^  —  »*] 
H-  M(3)  cos  [i  (»'t  —  ne  -I-  f'  —  f)  -f  a/i«  •+•  a«  —  a»'] 
-f-  MO;  cos  [i(ii'«  —  nf  -f  •'  —  •)  4-  aii«  -f-  ai  —  3«'-f-  »], 


on  aura 


M<o>=4 


m'eV 


[    i6(î-f-i)4-68(i-f-i)'-<-82(«-fi}*— a6(i+r)]A<*+«)^ 


</a 


96 


\-[      3(*+i)-9]a* 


[-[       4(^+0  -a]a3-— 3 «'— J^4— ' 


dA<0 


^       i     [— i6*4-faoi5]A(0— (i6i3— i6i*-|-ai4-4)û-^ 

^+(„,-2)a.  — — + (4*4- 4>«' -j-r- +«*-3jr 


3a 


M<0=/ 


9«    ' 


[—  ,6Ï4  4.  6o»s  —  64i»  4-  aai]  A(0 
6i  4-  iDja- 


4.  [—  iSJs  -|,  481 
+  (       9» 


dfâ 


^    3a     • 


MW=< 


'"^  "HT"- 


[i6(i— i)4-.ia(i— 1)3— 6(1— i)»4-a(i--0]A(»-«> 
I4.[,6(i-ri)s-i6(i-i)>-6(i-i)  4-  Ç]  a  ^^^^ 

l-[i7(^-0  +  3]  a«  -5-^— 

[i6(i— 1)44- a8(î— 1)34-10(1— i)*+a(i—i)]A<«-0 
|4.[i6{i  —1)34- 16(*— ï)*— ip(i— i)  —  6]  «  f'^^'""^ 


c/a 


<ia4 
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f_[i6(i-.a)4+76(i-a)î-fMà(i'-2)«'4^i(i-iHi6]A<^»)'| 


M<')= 


/+Li6(«-^)4-**84(^3)3+i3o(i-3)«+ai(*  -  3)]  A<i-ï> 

l  ^A(«-») 

l4.[,6(i-3)î-i-48(i-3)»-  i4(*-3)  -  78]  a  —^— 

\^-C4('-3)4.i8]a^-^^;^-«*-^^^.     • 

'  Termes  du  dnquieme  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceux 
du  premier  ordre. 
iS.Soit 

R  as  MCO  cos  {i{n't  —  n«  -h  /  —  1)  -4-  nt  +  §  -f  aa»'  —  3»] 
-f-  M(0  co«  Cî('ï'^  --  nf  -f.  •  -^  «)  -f.  «/  -+.  i  4-    »'  —  a»]  t 
4.  M<»)  co«  [i  (n'i  —  n«  H-  «'  —  t)  "^  ««  +  «  —    »] 
4-  IWO)  cos  [i  (Vt  —  /2«  4-  '«'  —  «)  4.  n«  4-  •  —    «'] 
4-  MO)  cos  [i  (//f  -^  ïrf  4-  •'  —  0  H-  »«  ■+•  «  ^  a»'  -f-    »] 
4-  M<5)  cos  [£  (n'«  -^  n«  4-  «'  —  •)  4-  «<  -f-  •  —  3a»'  4-  a»] , 


on  aura 


j  -  3a(£4-  a)»4-i92(«'  +  2)4-4o6(»  +  a)^  1  aC^h-*)N 
l+354(i4-a)*-io4(i-f-a)  J 


,  f-  i6(i4-a)4+  96(i4->)'»-79(H-2)»l    _ 


MW=4-^^  /+[t6(i  4- a)34-96('+a)»-344(i4-îï)4-36]a«^l^^'^ 

1  ^AC«"*-») 

l4-[3a(i  4-  a)«-96(i4-2)+a3]aï--^|p— 

^-C  a(i  4-  î»)  4.  6]a4  ~-^j a»  " J^r^" 
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Ia<« 


i-^oN 


r     i6(i  -f-i)4,-^e8(i^=t)54-i24C«4^0*  >    ^A(<-*-')j 

-|.[-,6(r4-î)'-Mo(^i)«+5(i-|.l)-.:io]a«.^^'^ 


<2a4 


c^a^ 


l-  87(^'-fi)*-#-  t5(i-M)  r' 

f      48(«-M)4— îfC(i+i)s+îi56(i4.i)«)    4Aà+j)i 

i-f-87(<-hi)-37  r  ^«  I 


-f.[-48CiH-i)»4-ia(i+i)^-f-a46(i+i)-ia5]a» 


rf.*A<»-^0\ 


|+[*-»4('-H)»-f90(t+i)  —  177]  a» 


^A<i-^0 


da* 


^+C    6(i-+-i)-.4a]a4— ^^ 3a»— 3^-^—, 

C     321*  —  80»*  +  a6tî  -f-  lai*  +  lot]  A(0 
.  [     i6i4  4.  4oiî  ^  3^j»  _  ,8i  -f,  5]  fl  - 


;4.  [^  ,6iî  -H  lai»  -f.  8i  -  4]  a*  —2 
^+C     2.   H-   4]a4__+a5__ 


<2a 


M(»)s 


[—  3ai«  +  401*4  -^  8»»]  A(0 

•     ^.  .    ,£f4A(0        ,i/»A<0 


1+  [—  i6t<  -f-  48i3  4. 411'»  —  48*  —  lao]  a 


^  m^^e^4  7^,  [      ,6£3  ^.  401*  —  72^  —  24^]  d«  ^~? 


</A(0 
€2a 


liS 


|-f.[     8i»  — 24*— iao]a3 


c|ïA<0 


,^_                   _    .rf4ACO         ,<f»A<0 
^-f-C— ai  —  2o]a4-_ 1,5. 
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f_  3»(f-i)«+  96(i-«)<+46(i-i)' !.„_., 

I       i6(i— i)4+io4(i— 1)«— 155(«— t)«1   dAJi-O 
+\_494(i_,)+,33  r    da 

-4.[    ,6(i-i)3-84(i-i)«-a78(t-i)+a6a>«^-^ 


MW= 


j;_3a(/— ,)y-f.56(*— 1)«— 2o(i--i)»-f4(i-i)«]A0-0>, 
f     i6(t-i)4+ao{i— i)î— 64(t— 1)«  I     dA(i~0 

m^e«e^3/+  [    i6(i-i)î-58(£-i)»-ii(i-^i)-h69]a«^^'  ' 

^        I  .  d^AC»-') 

14  [-  8(£-«)»-i3(£^i)  4-6r]  a^  l£— T 

[—3a(*— 1)54-16(1— i)<+i8(t—i)'-^i~i)»]A(«-0>^ 
l +[    i6(i-i)<+i6(*-i)»-a£(i-.i)«]  a  ^^^^ 

mW  ;+[    i6(i— i)J— 32(1— i)»]  a>  ^^ 

*^^      1  <f»A(»-ï) 

|+[-  8(i-i)«-  8(i-i)]«3l:|^ 

l +[—  2(1-1)  +  5]  a*  — j._-^j h  fl»  • 


|—  i6(î— 2)5— i53(i— a)4— aa4(t— 2)î 


ï_  i6(î— 2)5— i52(i— 2)4. 
t  —1 24(1— 2)*—  3ji(i— 2) 

-a)ï-|-i4o(i- 


|_,,4(,_2)._  3a(i- 
f_  i6(i-a)4-    4(;_: 
+l+.36(i-a)  -  16 


•}• 


A(i-») 
£/A(i-«)  , 

d»A(i-»y 


192 


M<0=/ 


•\Hf-    [      16(1— 2)54-I02(i-2)»-t-76(î-2)— l52]dS^ -- 

\  .    r        r      >  1    ,V<A(«-^        ,<i«A('-«) 


f-  95(£-a)'-336(i-a)«-39o(.-î)n  . 
t-i74(i-a)»-a4«(«->)  J^ 


ri'eV» 


i  .  f-  4S(«-»)«- 

)     l+>47(«-a)  + 


24(1— 2)'+2a5(i — a)* 
90 


das 

^/A<«-»)i 


384 


J         A» 

^+[  . 48(«-3)'+M8(i-2)«-498(i-2)+i44]a»-'^*^^ 

fn-C    a4(i-a)*-.    6(ê-2)+io5]«»^!^p^  - 

,    .d4A(i-*)^,fd5A(J-)        1/ 


*^-f-[-  6(i-2)-|.33]< 


<fa4 


rfa* 
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l +4330-3)»  4- î35(i-3)  r^ 

e      ,6(i-3)*4-  3.*(/— 3)'— u3(l— 3)-l 
l-a89(i-3)  -  i56  r 


MO  =  i^^^^.[-,6(i-3)^-I9a(i~3)«--3:6(^-3M]d•^;^ 
[+[-32(*-3)'-  C40-3)  +81]  a'  ^^^^^ 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 
ceux  du  troisième  ordre^ 

i6.  Soit 

R  =  M(«»)  co»  [i  («'«  —  /2t  ^-  g'  —  g)  -f-  Zht  +  3«  +  <»'  —  4»] 
-f-  M(0  cos  [i(/i'«  —  nr  -4-  •'  —  •)  -4.  3/i«  +  3f  —  3»] 
-f-  M(0  co«  [i(n'«  —  nt  +  i'  —  g)  -h  3/if  +  3f  —  «'  —  W] 
-h  M(5)  co»  [i(//t  —  n«  -I-  •'  —  •)  -f-  3/1^  -f.  3«  —  a»'—  »] 
-f-  M<*)  cos  [i{n't  —  n«  -f-  •'  —  0  +  3/ï£  -I-  3f  —  SoiT 
4-  M(«)  co«  [i{/i'«  —  «t  +  g'  —  t)  +  3n«  -f-  3«  —  4«'  -f-  «•]. 


on  aura 


r-  3.(i-Hi)5+:i56{i+.)4-686(i4-i)5^ 
^-4-695(£+i)«-ao6(i+i)  /^' 

l  .  i-  48(i+i)4-Hi8o(i4-i)'-5i5(i+i)«  > 
l"'"i-f3Q4fi-f-0  — ia8  /^ 


t-f394(i-f-i)  —laS  i"      rf« 

MO  =    — ^./+[-,6(i^-i)34^o(i^-,)»-94(i+,)H-8o]a«î^]!l'^' 

f-H[+  8(i+i)«-M(i-M)]  flî  — r- 

^+|;+  6(1+1)  -  7]  a^  " ^7—  -^«'  -Ji^— » 


Tome  IIL 
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[—  3m54.  a4oi4»  6i4is+  6^*^  a58<]  A(*> 
[  +[—  48i*+  aSoi»—  549i«+  46o<  —  i35]  a  -^5 
mfe^     l-f[—  i6i3-h  aji*—  i6oi  +  io8]fl«  -^^^ 
l+i;       8*.-     6i  —  i8]  a»  .^^f-i 

^•4-C     6i-.4]«*-3^-*-«*-S^, 


[    3ai»  —  laoi*  +  io4t']  A(0 
i+  [    48i4  _  ,QSi>  +    36t»]a~î 

d"A<i) 


,  m'eV»   /+  [     j6iï  —     4ai-  -f.    46i]  a» 


192 


<^> 


1+  [—  3i-  —  91  -+■  i5]  a 


d^ACO 


2_     


û 


M«=/ 


l-ao(/— ï)»-h  2a(i-i)  r 

l      f— 4^(t-i)4-4-i'24(/— !)»— 6o(£— 1)»  ^    ^A(<-') 
l-^-l  — 3R(i— 1)  -+.  3a  /  "     £/a 

f-hC         8(£^l)*+25(l-l)  -^IQ]  a'         2|3 

r -32(i-i)*-i6(i-i)4+5o(£ -1)3 1 

\  +2 ,(i-.,)«+  5(i-.,)  /  ^'     '  • 

€  _48(i-i)4— 3î(i— i)»-f-43(i— 1)«  >     JA(i-0 
'+[— i6(i— i)3-|-a4(i— i)»+4o{i— i)— i5]fl« 


.  m'c«</î 


-f- 


d»A(i-o! 
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<fa' 


d4A(i-'X,     .£/«A<«-«X  1/ 
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5t 


M(ï): 


19a 


da« 


€ia« 


f     48(i— a)*+3a(i— a)»— 91(1— a)«l     rfA(8"0 
^t— 19(«— a) +3o  /**     rfa 

"^■^r"'^"^ï^    ,6(<-a)3-.48(i-a)«-i  iî(,-,)-ia]«.^t:'^^ 
-4.[_  8(i-a)--56(i-a)  -  45]  a»  -£t- 
^+C-  e(r-a)  -,41  «4  _^-j a*  -_-_ , 

f        3a(*-3}»4-a88(i^3)4+9a6(*-.^»  \ 
t-M3i7(i-3)«^858(i-^)  -|.a43  /^ 

i  .  1        4«(i-3)M-344(«-3)»+7*t<'i*-3)*  l-^'ri*i 

l"*"l+ 4ï6(i-3;  —  93  I      ^    I 

^-  /+[    i6(.-3)î+  ia(i-3)«-3a6(,-3)-6i8]a«^!^'^^ 
|+[-  8(i-3).-ioa(i^3>  -  a46]  a»  =-3^-7- 
l-K—  6(1— 3)  —  ag]  tf 4  — 5-: —  —  fl*  - 


éU^k 


'd^ 


M(4M 


\ 


i^  3a(i-3)»^i68(i-.3)4-:i6o(,-3)B^ 
l.,o8(i-3)-  /^ 

r—  48(1— 3)4— i88(i-3)»—  96(t— 3)-\     rfA^«2l>i 
^l  ^a3a(«-3)  -M56  i  "*     cfa 

4-^r-Y  +[-i6{^-^3)'-K3o(i-3)»^366(i-3)+3ai]-n2:^    ^ 

I  rf'AC'-") 

l-H      8(iW3)»-h87(i-3)+iK )  a»  ■  ^^^ 

^H^C      6(.-3)4.a31«4^1AC^:^H.aS.^^^^^^^ 


19a 


c/«4 


4.. 
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,        39(i-4)'-+3o4(i-^«+998(iH)'lA«-» 
t+ia9>(i-4)'+5"('-^)  * 

pi— aoa(«— 4)— 8a4  f      da     I 

***^=   "^M-  •  \+t    i6(.-4)»-  i»(.-4)'-536(.-.4).ic«4]a.?^  '\ 

1  <{>A(<-'> 

F+C-  8(i-4)>-i  i8(H)  -  3i»]  «»  -3^7— 

\+l-  6(— 4>-  3a  ]  «<  -jp «'  -ST— 

En  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dépendans  du 
carré  des  inclinaisons,  on  a  n*  3 

a  =:-  2^^.2B(«-)  coêHn't  —  nt+  .'—  .) 

H g—  x»2B<«-0  co»  [1  (/i'«  —  rat  +  /  —  0  +  3'><  +  2f  —  ^in  ]• 

Le  premier  de  ces  termes  peut  s'écrire  ainsi 

_  ^  .  2.  aa'X  (B(*-)-f-  B('+  0;  cos  i  (n't  —  n£  +  •'—  f), 

z  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po-> 
sitives  et  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  Ton  compare   cette  expression  à   la   fonction 

—  2 A^*^  cos  £  (n7 — nt-j^é!  —  e),  et  qu'en  n  ayant 

égard  qu'aux  termes  que  nous  considérons,  on  sup- 
pose 

R  =  N<«)e5x«    coj  [i  (ra't  —  «/  -f.  «'  —  i)  -f-  3nt  -H  3f  —  3«] 

H-  3S(')e««'x«co»  li{n't  —  «e  -f.  t'  —  t)  -+-  3«f  -4-  3i  —  a«  —  »'] 
-I-  NCOcc^'x»  cos  [t(f/f  —  rai  -4-  •'  —  f)  +  3nt  -f-  38  —    •  — .  a»'J 
+  K(nc'»X«  cos  [i(nU  —  rae  -I-  f'  —  i)  4-  3ra«  -f  3«  —  3»']. 

on  verra  que  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités 

N(o),  NC)^  NCO^  N^«  il  suffit  de  substituer  B^'-o+bo+o 
à  ïa  place  de  A^*^  dans  les  valeurs  des  quantités  M^*>, 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  53 

M^'^,  M^^  M^'^,  du  n*^7,  après  les  avoir  multipliées 

respectivement  par  -—  g.  On  trouve  ainsi 

(  8**  —  i8i«  —  *  4. 9)  (B(i-')  +  B<«+»)) 
C  8(*— 1)'+  6(j— i)>-^6(i-i)-4]  (B«-)-f-  B(0) 


.    t  8(i— a)»+3o{'— »)'+33(J— aH-io]  (BCt-'H-BC— )) 

[  8(i-3)3-»-54(i-3)>+ii6(i— 3)+78](B(*-4>+B(»-)) 
i+[.Xf-3)--M53(i-3)+  8,]  Caî!2^  +  a^5«!r>\ 

3»4-U[  6(i-3)  +,8]  Ça^±^  +..  ±1<L:1>>| 

La  partie 

'h  -J-  x>2B('-«)  co«  Ci  («'«  —  «t  +  ,'—,)  ^,  an«  ^  at  —  an  ] 

de  la  fonction  R  peut  se  développer  diaprés  ce  qui 
a  été  dit  n'  7;  et  si  en  n'ayant  égard  qu'aux  ter- 
mes que  npus  considérons  on  suppose 


N0)=    '"''^ 
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R«ÎK4)  co«  [K«'«  -  ««  -f  V  -  i)  4-  I«t  4-  3«  -  3«  +  •'  —  an] 
-f.  KO)  co»  [*  (n'«  —  n«  -h  •'  —  •)  +  3/i<  H-  3t  —    •  —  aH] 
-h  ]\'<6)  cos  [î(«'«  —  WC'+  •'  —  i)  4-  9nr4-^3«  *-    ti^— an] 
+  1S(7)  cos  li{n't  -  w«  +  •'-•)  4-  Sut  4-  3f  -  ai/ 4-  •  —  ail], 


on  trouvera 


N0)= 


,     ,ic««V  3 4-  mi  4-0*- 1 1(«  4-0  +  8]  «  -37^ 


[-Ca(»-»-0--41«-57---«-ir' 

{Si*  —  Sii"»  4-  ii5î  —  75)B(«-0 


laB 


tï(5)=4-Wt'fltt' 


-(^* 


<2a 
i)a*    '  .  ■ —  —a» 


^«' 


£/«» 


(81»  ^  iai>  —  4i  4-  6)B0-O 


64 


l-f»  4.3)«>-.u^-^ -»"^-5ïr-» 

/     W -i)'4-»«(«  -i)*4-4(i  -0  -  6]B<«-) 

rfB(»-») 
+  [4(*-i)*-  5(i  -I)  ^  ai]  a  -3j- 

•—  [a(t  — i)  4-ïo]  a^  — : a»  • 


Iij<6)=-W'«û'. 


<2a^ 


dai 


[8(i-.i)*-a4(«-i)*-4('— 0  -**  ««]  B<*"*> 


(^C»(i-^)  4-  8]«« 


</'B(<-«) 
da* 


.*' 


<|3B('~«> 


lS{i  —  a)3-|.  6(t  —  a)»— 45(«  —  a)  —  5o]  BC'-O 
1  </B(»-0 


128 


|_[a(i  — 3)-j.,5]«», 


£f»B<«-»> 


rftf* 


•  ".  '-    'IfS  . 


Ea  n'ayant  égard  parmi  les  termes  dëpeodaùs  de 
la  <]uatrieine  ptuissance  des  indittaisoDsquIàcevni:  qui 
peuvent  donner  par  leur  dëyeloppenvcnt  des  tenn^ 
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de  l'espèce  de  ceux  dont  nous  nous  occupons  ^  on  a 

R=-l-^-^^— x<2C(»-)co«p(«'«  — /i<-Hg'— •)-+.4i»t4-4f  —  4n3. 

Cette  fonction  étant  développée,  en  s'arrêtant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,  donnera 

R  =  NW  co»  [/  {t^t  —  n<  4-  •'  —  t)  4-  3/i«  +!^«  -f-  »  —  4n] 
+  W<9>  C05  [i {pft  —  ««  -h  g'  —  g)  +  Znt  +  3g  4-  •'—  4n], 

en  supposant 

En  réunissant  les  parties  de  ]a  valeur  de  R  que  nous 
venons  de  déterminer  à  celles  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités,  on  aura  tous  les  termes.de 
cette  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue ,  à  cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  /  doit 
s  étendre  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y  compris  zéro;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  Texpression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m  et  m'  dont  on  à  considéré  l'ac- 
tion réciproque* 
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I  17.  Nous  nous  sommes  étendu  sur  le  développement 
de  la  fonction  R  en  série,  parce  qu'une  fois  que  ce  dé- 
veloppement est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  guère  d'autres  diffi- 
cultés que  celles  qui  résultent  de  la  longueur  des 
calculs.  En  effet,  par  la  seule  différentiation  des  diffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtiendra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  l'or- 
bite de  m  ;  et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s'appliqueront  au  mouvement  trou- 
blé. On  aura  donc  ainsi  un  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  toutes  les  inégalités 
sensibles  d'une  planète,  de  quelque  ordre  quelles 
puissent  être  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Soit  par  exemple 

l'un  quelconque  des  termes  du  développement  de  R , 
le  termç  correspondant  de  la  variation  du  grand 
axe  sera 

le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sera 

le  terme  correspondant  de  l'époque, 


6111 


[f  {n't  T-  «£  H-  •'—  •)  -f  int  +  h  — /•  — y  V  -  a/-''^]  î 
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le  terme  correspondant  de  l'excentridlë  sera 

m' an  \/T^-  [j^-Ç»-/)  (i-j^î^^^)]   ,. 
C06  p  {n't  —  jii  +  •'  —  i)  -f-  Int  H-  h  — >  — /V  —  «rn]  » 

et  le  terme  correspondant  de  la  longitude  du  pé- 
rihélie , 

Entia,  en  vertu  des  formules  données  n*  4  »  ^^  terme 
correspondant  de  p  sera 

xV/i-e«[iV-/i)4-//i]^'^ 

et  le  terme  correspondant  de  q , 

,,^Jt!± [/«  +  (,  -  /  +/)■  .in»  1  yl 

C08  [/  («'«  —  /!£  H-  i'  -  «)  -4-  /«(  +  1%  —>  — / V  —  a/*n  ]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  m,  on  aura  les 
inégalités  correspondantes  introduites  dans  ces  ex- 
pressions par  l'action  de  la  planète  perturbatrice  wl . 

La  partie  séculaire  des  variations  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  dépend  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R  que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  n*^  4^  d^  livre  II,  et  dont  nous  avons 
donné  Texpression  développée  jusqu'aux  termes  de 
Tordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  d'avoir 
l'expression  de  cette  quantité  exacte  jusqu'aux  termes 
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du  quatitème  ordre  par  rapport  aox  mêmes  élémens. 
En  effet,  il  suffira  de  faire  ;=5  0  dans  l'expressioii 
du  développement  de  R  ,  et  de  n'avoir  égard  qu'aux 
termes  non  périodiques  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position. Ces  termes  seront  évidemment  ceux  qui 
proviennent,  i°.  de  la  partie  indépendante  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons,  a',  de  la  partie  dé- 
pendante de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités,  qui  a  mêmes  argu- 
mens  que  les  termes  indépendans  des  excentricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  ainsi 


'»'AroNx."«V-f-e'0/'   dA(.o)     I       d*AW\   .  eW^diA('>)j    .d^AW\ 
.    me"*  /_    f/ACo)  .  i/*A«»)     ,   ,  ,  c/3A(°)    ,   i     ,  ^^A(o)N 

+  ir  (^« -35- -^9^' -^^ -^  ^''^ -17^3- +  4  «^ -â;^  j 

V       da  1  da*  da^  4  da*     J 


+ 


s 

m*aa' 

T 


64 

a  V  da         2         da*   J 

l      3a  V        ^a«  da^  da^    J 

l_  ^  ^-  4  A<o  ^  4«  .^-.  +  a.«*  -^^^^ 


^     aVix»    /^     — , ... ,    ^ 

^       8       V       da  i         da*  da 


-f- 


i      d*B(*>\ 
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tia» 


m^aa' 


«'«a'    •  i  0     ^^r     à  B<0\ 


La  quantité  mF  doit  être  la  même  pour  la  planète  m 
et  la  planète  w!y  puisque ,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  n"*  60,  la.  dernière  portion  de  la  fonction 

ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fonction  R» 
Il  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  la  fonction  niS  sa- 
tisfait à  cette  condition ,  et  qu'elle  demeurera  la  même 
lorsqu'on  y  changera  tout  ce  qui  se  rapporte  à  m  en 
ce  qui  se  rapporte  à  Tn\  et  réciproquement. 

La  valeur  précédente  de  F  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  formules  du  n^  4^  du  livre  II, 
pour  avoir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémetis  de  1  orbite  elliptique,  étendues  jus-» 
qu'aux  quatrièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
iuclinaisonç.  * 
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CHAPITRE  II. 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
differens  termes  du  développement  en  série  de  la 
fonction  perturbatrice  m 

i8.  Nous  nous  proposons  d'ajouter  ici  quelques  noot- 
veaux  (léveloppcmens  à  ce  que  nous  ayons  dit  dans 
les  n"*'  49  ^^  suiyans  du  livre  II  ^  sur  la  manière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
l'expression  des  coefiiciens  de  la  fonction  R  réduite 
en  série.  Ces  considérations  seront  utiles  à  ceux  qui 
voudront  s'occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
flciens. 

Reprenons  la  fonction  {a'^  —  2a/z'cosÇ-|-a*)"*'  du 
numéro  cité,  où  a  et  a'  sont  deux  constantes,  et  s 
un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons  pas  ici  le  cas  où  s  serait  un  nombre 
entier  quelconque,  parce  qu'il  n'a  pas  trouvé  jus-, 
qu'à  présent  d'application  dans  la  théorie  du  sysr- 
tème   du  monde.   Supposons   a'  >  a ,   et  faisons 

fL  =  a ,  en  sorte  qu'on  ait  a  <  i  ;  et  pour  plus  de 

simplicité  considérons  la  fonction  (i — aacos^+ot')""', 
qu'il  s'agit  de  réduire  en,  série  ordonnée  suivant  les 
cosinus  de  l'angle  <f^  et  de  ses  multiples.  Le  moyen  le 
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plus  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des  coefficîens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à  représenter  la  fonction  qu'on  veut  déve- 
lopper, quelle  qu'elle  soit,  par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefficiens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle, ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée ,  et  en  comparant  dans  cha- 
que membre  de  l'équation  résultante  les  coejûdciens 
des  mêmes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d'équa- 
tions de  condition  suffisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefficiens  inconnus. 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficiens  de  la  série , 
c'est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n^  49  ^" 
livre  II;  mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions ,  et  qu'il  est  d'autant 
plus  utile  d'indiquer  ici ,  que  ce  procédé  peut  s'étendre 
à  des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d'une  ai>- 
plication  très  avantageuse  à  la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S  =  (1  — 2  a  cos  ^+**)  et 
suivant  la  notation  usitée ,  soit  : 

S-'  =  7  O^^'^'h  ^i'^cos  <|»  -f- 1>^"^  cos  3<|» 4-  b]^  cos  i>  +  etc. 

11  s'agit  de  déterminer  les  différens  coefficiens  è/*\ 
^/'^  ^/*^  el<^*  Or  chacun  de  ces  coefficiens  peut  s'ex- 
primer d'une  manière  très  simple  par  le  moyen  d'une 
intégrale  définie ,  et  on  aura  généralement  : 
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»•''=  if. 


^«  <f^  cos  i^ 


W 


L'intégrale  ëtant  prise  depuis  ^i=;=o  jusqu'à  ^  =  2yr, 
en  désignant  par  it  la  demi-circonférencç  dont  le 
rajon  est  Punîté. 

En  effet,  i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques ,  il  est  aisé  de  voir  que  rintéjgraleySip  cos  i(p 
cos  if(p,  prise  entre  ces  liraifcs,  se  réduit  à  zéi'o 
pour  toutes  les  valeurs  de  T  différentes  de  /,  puis- 
qu'on a 

jd^ co«  14  cos  i '4  se  -  / </^.[coa  (i  -f>  «0 4  "^  ^^^'^ (*'  —  0  #3» 

et  que  |    *  d^cosn^ssto,  n  étant  un  nionibre  enti^ir 

quelconque  différent  de  zéro.  Si  l'on  multiplie  donc 
par  cos  ï^  d^  la  fonction  S^'  ou  chacun  des  termes  de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu'on  intègre  l'équation 
résultante  depuis  ^  =  o  jusqu  a  ^  =  stt  ,  on  aura 


£'"!îS^^lbppJd^ 


Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuls  »  et  son  intégration  étant  effectuée ,  on  trouvera 
pour  déterminer  bP  la  formule  (a). 

Gela  posé  d'après  la  valeur  de  S  ,  il  est  aisé  de  voir 
que  l'on  a 

ic/acosi^         .  sin  <4        3«5  sin  4  .sin  14  J^  , 

équation  d'où  l'on  tire  : 

1^4 cos  14(14- et*) ,  sin  14        ^iet</^ <;o8^ cos/ 4       a(5— i)it</4  »in4 sin{4 

5:  ''s'-  "*"         ?         ■*■  gî  ' 
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ou  bien 

S'         -^-ST^.-»-  g; +  §;  • 

Si  Ton  intègre  maintenaut  cette  équation  depuis 

(pz=:zo  jusqu'à  ^=27r  et  qu'on  remarque  que  ^~  est 

nul  entre  ce»  limites^  on  aura  en  vertu  de  l'équa-» 
tioai  (a) 

Formule  analogue  à  la  formule  (a)  que  nous  avons 
obtenue  d'une  autre  manière  dans  le  n*  49  ^^ 
livre  l,  et  qui  exprime  la  relation  qui  existe  entre 
les  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  série  S'''. 

On  peut,  au  moyen  de  cette  formule  ,  calculer  un 
coeflScient  quelconque  ft/'"*"*^  du  développement  de 
la  fonction  S^'  au  moyen  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  è/*^  et  i/''"'^  en  sorte  que  le  calcul  de 
tous  les  termes  est  ainsi  réduit  à  celui  des  deux  pre* 
miers  coefficiens  i/**^  et  i/'\  Cependant,  lorsque  a  est 
une  quantité  peu  considérable ,  la  formule  précédente 
peut  devenir  défectueuse  ,  parce  qu^alors^  les  coeffi-» 
ciens  è,^*^,  è/^\  etc. ,  étant  les  différences  de  deuiE 
nombres  qui  différent  très  peu  entre  eux ,  ne  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  suffisante  par  les 
tables  de  logarithmes  ordinaires  ;  l'erreur  se  mul-» 
tiplie  dans  le  calcul  des  termes  snivans  ^  de  manière 
que  les  résultats  deviennent  de  plus  en  plus  inexact», 
et  qu'on  finit  même  par  arriver  à  des  différences  né^ 
gatives,  tandis  qu'au  contraire  tous  les  coefficiens 
b,^^,  è/'**"'^,  etc. ,  sont  nécessairement  positifs*  Ce  cas 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Mer« 
cure  j  dans  celle  de  la  Terre  troublée  par  Vénus , 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a  étant  une  petite 
quantité  y  on  est  obligé  par  quelque  circonstance 
particulière  de  calculer  les  coeffidens  h^^  d'un  ordre 
un  peu  élevé.  Il  faut  alors ,  pour  déterminer  cha- 
cun des  coeûiciens  6/^,  recourir  au  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  à  déterminer  les  deux  premiers  coeffi^ 
cîens  hy^  et  è/'\  Ainsi ,  d'après  le  n*  5o.du  livre  II, 
on  aura  ici 

Si  l'on  développe  les  deuic  membres  de  cette  équa- 
tion ,  et  qu  après  avoir  substitué  2t  cos  i^  à  la  place 

de  c^^  "^  ^  c^^  "^  dans  le  second  membre,  on  com- 
pare les  coefficiens  des  mêmes  cosinus ,  on  trouvera 
généralement 

»      — ï 5 r #*'.(   I-h— . .««H- •: — : «t<-f-ClC     1     (n^ 

'  i.a.i...!  V       I  i-hi  i.a    i-hi    i-f-a      ^^  \y-  W 

Cette  série  devient  très  convergente  à  cause  de  la 
petitesse  de  a ,  et  Ion  pourra  se  borner  à  en  calculer 
quelques  termes  ;  elle  fait  voir  que  et  étant  nécessai- 
rement positif,  les  cofficiens  bp  seront  aussi  tous 
positifs.  On  pourra  sans  inconvénient  se  bornera  cal- 
culer directement  par  ces  séries  les  coefficiens  alter- 
natifs 6/"^  è/^^  i/*^  etc. ,  et  calculer  les  coefficiens 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (i)  qui 
devient  aloi^  d'un  usage  également  sûr,  soit  que  et 
diflere  peu  de  l'unité,  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 
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ig.  Considérons  maintenant  les  fbrmales  qui  servant 

à  déduire  Jes  coefficiens  du  développement  de  S"'  en 

série  de  ceux  de  la  série  S*-*—,  et  réciproquement. 

Oii  a,  par  ce  qui  précède, 

Supposons  de  même 

Par  la  formule  (^x)  on  atira 


Or,  l'équation  (4)  donne,  en  l'int^rant  depuis  ^hco 
jusqu^à  ^=  2^  et  en  observant  que  ïï|i?  s'évanouit 
entre  ces  limites , 

Jo      S'      jo        s*+»         y.         s^+ï       * 

Ott  aura  donc  en  vertu  des  formules  {a)  et  (c)       , 

*         ^  L  *-f  I  *-f  1  J      ^  ^ 

En  faisant  successivement  £s=  1 ,  £=2,  etc. ,  cette 
formule  donnei'a    très    simplement    les   coefficiens 

hs  ,  à]  ,  etc.,  lorsque  les  coefficiens  b,^^p  ^,+oetc.| 
seront  connus.  Quant  à  la  valeur  de  è/*^  on  obser- 
vera que  l'on  a  S*"'  =x  (i  — '  aa  cos  (p  +  a*)  S""'""*,  en 
remplaçant  S"'  etS^'""'  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé- 
ToME  m.  5 
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pendans  de  ^  on  trouve  : 

Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coefficiens 
du  développement  de  S'**''"'  au  moyen  de  ceux  du 
développement  de  S*"'  supposés  connus ,  de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (2)  donne 

D'ailleurs,  en  changeant  j  en  j+  1   dans  la  for- 
mule (i),  on  a 


(£«,+,)i<i+.)  =  i±J^(i^.  ,)i<fj|;'3'«(f +,+,j^^^^^ 


((-t) 


Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour  b^"^^ 

et  A/^*^  leurs  valeurs  tirées  dés  équations  précédentes, 
on  trouve 

A'ott  Ton  tire 


lï')- « L.^JL<^+'> 


(5) 
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et  par  suîte^ 

Ces  foiixiales  déterminent  lesr  divers  coefBciens 
de  S""  au  moyen  de  ceux  de  S"*'""*  ;  quoique  très  sim- 
ples ,  elles  sont  plus  compliquées  que  les  formules 
inverses  (4).  H  y  aurait  donC;,  sous  ce  rapport,  de 
l'avantage    à   commencer    par   calculer  les   coeffi- 

ciens  b^^j  j  ^l^\  >  ^^^*  9  ^*  ^  en  déduire  ensuite  les 
coeiEciens  b^  ,  b^  ,  etc.  Mais  dans  la  théorie  des 
planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  delà  fonction  S*"'  que  celui  de  la 
fonction  S*^"*"'  ;  il  faut  donc  renoncer  à  faire  usage 
des   formules  (4)»  si  ce  n'est  comine  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeurs  àe  bj ,  ô^  etc., 
b^    ,  bl^J  y  etc.,  calculées  par  d'autres  formules. 

II  est  aisé  d'étendre  les  résultats  précédens  au  déve- 
loppement d'une  puissance  quelconque  g-'-'  de  S. 
En.  vertu  des  formules  (5)  les  coef&ciens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  au 
moyen  des  coefficiens  du  développement  de  la  puis- 
sance S""'"'^'  qui  la  précède  immédiatement,  en 
sorte  que'  le  développement  S"'  fera  connaître  celui 
des  puissances  S~'"",  S^'""*,  S""""^,  etc. 

no.  Déterminons  maintenant  les  différences  succes- 
sives de  b^^  y  ft/.^,,  etc.,  par  rapport  à  a.  En  différen- 

5.. 
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tiant  relativement  à  cette  quantité  la  formule 

on  trouvera 

Et  par  conséquent^  en  vertu  de  la  formule  (c). 


^*<'^ 


da  \   *+*     ^    *+i  *+V 


(7) 


formule  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (D) 
du  n**  52  ,  livre  IL 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 

leur  de  —J^  9   au   moyen    des  valeurs    de    bl^^\ 

b^  et  b^^-i^  ^^  ^  rapportent  à  la  fonction  S"^""'  ; 
mais  on  peut  l'obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  effet ,  en  substituant  pour 

^C|  >  h  s  ^^9  K-^i  ^  ^^^^  valeurs  données  par  les 
formules  (5) ,  on  trouve  après  les  réductions  néces- 
saires 

-3r  = ' r^. — ' («) 

Cette  formule  déterminera    ^^- au  moyen  des  trois^ 
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quantités  ^^^  ,  ft^  et  6^  supposées  oonniies,  en 
substituant  pour  b^  sa  valeur  donnée  par  1  équa- 
tion (i)  en  fonction  de  i['^  et  b^^'^'\  on  aurait  une 

formule  analogue  à  la  formule  (D)  du  n**  52  du 
livre  n,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

^s  ^^  ^s  9  ™^î^  1^  précédente  étant  plus  simple ., 
elle  sera  d'une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  différentiant  par  rapport  à  a ,  on 

aurait  les  diflférences  successives-^^  ,  "5^»  ®*^*  ^ 

mais  il  y  a  sur  l'usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à  faire.  Elles  font  dépendre  la  déter- 

mination  de  -^  de  la  quantité  b^  ,  celle  de  — ^^ — 
de  b^     ^ ,  et  ainsi  de  suite.  Or^  comme  la  différence 

w"""  de  b/  contient  la  quantité  — ^ — ,  il  en  résulte 
que  cette  différence   dépendra  de  la  quantité  i^'"*""^ 

Par  conséquent,  pour  avoir -^^,  on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu'à  è^'^"^  le  calcul  des  quantités  b^  , 
b^  y  etc.  Pour  éviter  cette  opération^  qui  devient 
inutile  lorsqu'on  n'a  besoin  que  des  quantités  b^  , 
^    ,  ....  bl  ,  et  de  leurs  n  premières  différences , 
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op  suhstiluora  dans  l'équation  (8)  pOur  b^  sa  va- 
leur ,  on  aura  ainsi 

,.(0 

équation  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (D) 
n*^  52,  livre  II,  en  y  changeant  i  en  — Y. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équation 
«dus  cette  forme , 

et  qu'on  la  différentie  ensuite  ,  elle  fera  connaître 
les  valeur^    des   différences  successives  de   i^*  ,  au 

moyen  de  celles  des  quantités  è  *  '  et  b^  supposées 
connues;  et  comme  ia  déteVmination  de  ces  valeurs 

ne  dépend  que  de  celles  de  b^^  et  b^  ,  il  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à  déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  l'on  considère  les  différences  de  b^  d'un 

ordre  plus  élevé ,  il  est  donc  utile  de  cher<:her  des 
formules  qui  puissent  s'adapter  plus  facilement  aux 
calculs  numériques. 

L'équation  (2)  donne  en  la  dîfférentiant     ^     . 

.    wr~K '+«"'+' /■*"T\""s 31"^' 

d'où,  en  substituant  pour -^— sa  valeur  (9),  on  tire 
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Comine  l'exposant  s  n  entra  pas  dans  cette  équa- 
tion ,  on  aura  de  çiéme 

-3- 3--  = .   (.0) 

L'usage  dé  cette  formule  n'est  sujet  à  aucun  incon- 
vënient,  et  en  la  difTérentiant  on  trouvera  succes- 
sivement        ;  •',,:,.• 


d.A<'-'>    rf34<'*'> 


«<«»  ^«' 


*'•"  .r    ^''*^■'       -^ir^      ,«"1    ^C  ) 


,<-.)    J^^^^.i^'•i     r-        ^i^^'-)  rf,A<'+'>      j.jW-i      d,jO  )(n) 


eic 


La  loi  de  ces  formules  est  éyidente^  et  Ton  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra  ;  elles  donne- 
ront très  simplement  les  valeurs  ^es  différences  shct* 

œssive^  d^un  coefficient  quelconque  b\  ^  lorsxpie  les 

différences  des  deux  premiers  coefBciens  h^  et  A^ 
seront  conmiesi,  •  • 

Or,  en  faisant  successivement  }*c=  o  et  1=1  dans 
Féquation  (9),  on  trouve 
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-3;r  =  — ^T=^: ^' 

"TST  «(!-«•)'      '•        ' 

4'où  l'on  tire 


C») 


"*—  A 


^=(«-.)*r'. 


En  différentiant  cette  expression ,  Qn  trouye 

d^b^;>     d^b^;^_    db^\ 

En  combinant  ensemble  c^s  (juatre  équations. ,  oq 
formera  le$  dpux  suivantes  : 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  directement 

là  différence  du  second  ordre  ^-r-P^^  ^^  moyen  de  la 
cpautilé  6j*  et  de  sa  différence  première,  et  l'on  aura 

de  même  W  coefficient  -^r—  ,  quand  les.  4eu3ç  qu^n-n 


(13) 


rf&« 


L^O 


tilés  -^^  çt  ^^    seront  connues^ 
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Ea  differentiant  de  nouveau  ces  équations^  on  for- 
mera les  différenœs  successives  de  b^  et  de  A,  j 
on  obtient  de  cette  manière 


eic< 


•^^(iî±toV^4  ^*^!'^    45»-ha4j-f-^4  ^^^!°^    m«4-a4f +n  ^*^!'^  I 


^'^•'L(iî±3î'-3  ^<V>»-na.4-^  ^*-'*uiîlni.A<') 
rf^^!'^  (4^,1,8)»»^  4  ^'^^'^ ,  4^'-4rao.+,a  rf'*!'\,a.«^i^  ^ 

'Sar"^    *(i— *»)     *   dW*""^      I— ««       *   dct«      *(i^«*)  •    dA   ' 


(«4) 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
Ton  voudra  y  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 

'    rences  de  b^  et  de  b]  d'un  ordre  quelconque ,  au 

moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  îm-r 
médiatement. 

On  pourrait  d  ailleurs  se  borner  à  calculer  ces  der- 
nières formules^  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b^  de  celles  de  b^  \  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  : 
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d6«        rfi<'> 


<•> 


-;ïr— -É•  +  (?*-'J^• 
d•i<•>     «/•*<•>      *»•♦ 

etc. , 

équations  dont  la  loi  est  ëyidente. 

On  peut  encore  par  la  comlûnaisou  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d'autres  propres 
a  calculer  les  quantités  b/-*^,  A,W^  etc.  ^  et  leurs  diffé- 
rences successives  ;  c'est  gu  calculateur  à  choi^r  dans 
chaque  cas  celles  dont  l'usage  lui  paraîtra  le  ^lus 
avantageux. 

Enfin ,  si  Ton  était  obligé  de  calculer  à  la  fois  et 
nvec  uo  même  degré  de  précision  les  coefficieus  des 
deux  séries  S""'  et  S""'-"%  on  pourrait  déterminer 
d'une  manière  très  simple  les  différences  successives 

des  quantités  b^  y  f>s  y  ^*^*  5  ^^^  ^^^  aurait  soin  , 
dans  ce  cas,  de  calculer  les  premières.  En  effet ^  la 
formule  (9)  donne ,  en  différentiant^ 


Mais  si  dans  la  foriùule  (8)  on  change  ^  en  ^+  i , 
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et  qu'ensuite  a  la  place  de  i  on  substitue  succes^ire^ 

ment  i+  i  et  — i,  en  olteeryaiit  que  A,^~,*^  »=  b^^^  $ 
on  aura  les  deux  suivantes  : 


Si  l'on  retranche  la  seconde  de  la  première,  après 
lavoir  multipliée  par  «(,  on  trouvera,  toute  réduc- 
tion faite ,  cette  formule  très  simple 

on  purait  seipblableiuent 


^4 


l  =  (.,-.,  +  ,)5-^l-jJ5-^ 


Cette  formule  dérivé  d  ailleurs  âe  la  préc^nte ,  ^n 
y  changeant  i  en  — -L  La  différence  de  ces  deux  léqua* 
lions  donne  la  formule  C^^)»  ^"  '^^  ajoutant  oii 
trouve 

du,      ^     éU  d*     -^^*"«"'-'^+.^     «       '+«  et       '+. 

La  formule  (i5)  devient  ainsi 

En  suivant  le  même  procédé,  on  détermineiii  'par 
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d^  formules  t^  sîoaples  les  différences  successives 

de  b^ ,  au  moyen  des  quantités  b^'^] ,  bf^^ ,  ft,^, 

supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  Ton  suppose  s^jp  les  équations  (9) 
et  (16)  deviennent 


Les  formules  précédentes^  ainsi  que  les  formu-» 
les  (11)  ^  sont  sujettes  à  quelques  inconvéniens  lors- 
que CL  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d'exception  du  n*  1 8 1  et  au  lieu 
d'employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  b^  par  le 
ix^yen  des  séries.  En  effet ,  si  pour  plus  de  simpli- 
cité on  fait 


i.a.3...i  i.i4-  I 


la  formule  (m)  donnera 
et  ei|  différentiapt  on  aura 
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-^ -=  îiii«'-« -f  (« -h  a)  ii«*f  •  +  (i  +  4)  A»**»  +  {*  4- 6)  ç***-»  +  etc. , 

~^  i  («'  -i)  ««'-+  (î  +i)  (î  4-  i)  /!«'  -f  (i  -h  3)  (t  +  4)  ^*«+« 

+  («  -♦-5)  (i  +  6) 7«'+4  -f.  eic, 

^=  I  (i-i)  (î-î»)iM*'-H-»(f +1)  (i-#-»)it«'-«-K«*+«)  (*-h3)(i-H);>*'-» 

+  (i  +  4)  (»  +  5)  (i  +5)  9*l+»  4-  ceo., 
etc. 

On  pourra  donc  déterminer  les  différences  succès* 
sives  de  i/^  par  ces  séries ,  qui  seront  très  conver- 
gentes si  et  est  une  petite  quantité  p  et  dont  le  calcul 
sera  facile  à  cause  de  la  répétition  des  mêmes  coeffi-* 
ciens^  m,  tip  p,  etc. 

2 1 .  Dans  les  applications  des  formules  précédentes  à 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  .î  =  7;  nous  allons  rassembler^  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques^  les  formules  rela* 
tives  à  ce  cas. 

Les  deux  quantités  bj^  ,  b.  étant  connues,  on  aura 
i,    p  b^  p  etc.,  par  la  formule 

h    ^ Îsîtô;: ^' 

applicable  toutes  les  fois  que  cl  ne  sera  pas  une  très 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (jn)p  en  y  fai- 
sant s^=.\p  donnera 

,(0         î.3.5...ai— I  /   ..   I    ai  4-1     ^. ,   i    3    «-4-î    «4-3     ... 
.   I  3  5    ai-t-i    aî-l-3    «-I-5     .^-  .       N 
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Connsiissaint bV,  b\'\b^P  j  etc.,   oa  déterminera 

î  s  Y 

*r  f  ^l^  ^s'^  f  ^^^'^  P^^  ^*  formule 

ou  bien  par  les  deux  formules  suiTantes ,  fitta  com- 
modes pour  les  calculs  numériques , 

Ai)  .  ,«+0        ai-f-i     /.^)      ,C«+0\      ^ 

Les  différences  successives  de  i.  (,.  6^  ,  etc. ,  s'ob- 
tiendront  parles  formules  (10)  et  (  1 1  ),  dès  qu*OB  connal-* 
tralesdifférence^successiyesdeéj,  ,  ô.  ,  et  l'on  aura 
celles-ci  par  les  formules  suivantes  : 


â^  _  g<* «_ 

(o)  ^'^.l  ^1  (0) 

£/«»    ""■  «(1— <t«)  ^       ' 

(o)  (0)  <o) 

a^iV       rf3,r>       ^.,<;> 

«te.  : 
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L  ssl.l  »     —  ■    T     1 

^»  «   V  «^*  dm   J*  J 

(I)  z'       <«)  (i)  \ 

L.  — M  î..^* î.  I 

ï.  —  ^  I       «  -     » L-  f 


etc. 


En  différeûtiant  les  équations  (17),  on  aura  pour 
dëteroiiner  les  différences  successÎTes  de  h^  ^  bl  ,  etc.  ^ 
au  moyen  de  celles  de  6j, ,  hs_  ^  etc» ,  supposées  con-- 
nues,  les  formules  suivantes  : 


<2ft    .        rf*      ""{I 


"S 


da.*  "^      Al»  (i— «)•  V  doL^  da,*     J 

ï^^      » --3L±JL|  *    ^       »       I 

I  — «\i/<t»  "*"    Jfit»    y     (i— «)*V  «'*         d^  J* 
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i_t^i j£+i.  f  î!i^f:!i_  ) 

L- •_— J!i±i-,i i.4. £-.   J 

>       </•»  ""(l  — «)*  \  ^«3  T-    ^^,  / 

On  peut  aussi  calcalcr  directement  les  différences 
successives  de  ^3   >  bs  ,etc.y  au  moyen  des  formu- 

les  (12),  (i5)et(i4),  dans  lesquelles  on  fera  ^  =  f. 
Enfîn^  si  l'on  suppose  ^  =  |  dans  les  formules  (5) 
et  (6)^  on  aura 

<»>  (»+») 

(i^      (j  4- «»)  (2i  +  3)  ^»i   -.aet(ai--!)5:i 

*J-  = ' Hi±ru^^ ^^• 

ou  bien 

*l  -*-'k    = slTTï); — '—' 

*,  -^1    =' -3Tr+^«7 

On  déterminera    au   moyen  de  ces  formules  les 
quantités  ^^   ,   65   ,  etc. ,  lorsque  les  quantités  bs  f 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  BJONDE,  8i 

bj   ,  etc.,  ,seront  connues;  et  et)  différentiant  ces 

mêmes  équations ,  Oa  aura  les  différences  successives 
des  premièi^es  quantités  en  fonction  des  différences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (ii)^ 
dans  lesquelles  on  fera  <f  =  4. 

Ces  formules  sont  celles  dont  l'emploi  m*a  paru 
le  plus  simple  dans  les  applications  numériques;  elles 
ramèneront ,  comme  on  voit ,  les  déterminations  des 

quantités 61    b^  ,  etc»  o,  ,  b:^  ,  b^  ,  etc.,  b^   ,  65    , 

ft         a  -  u  «  ai 

^5  f  etc. ,  et  de  leurs  différences  successives  à  celles 

des  quantités  h^  ,^}J>±  f  il  ^^  reste  donc  plus  que 

ces  deux  quantités  à  déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n*  5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y  parve- 
nir par  le  moyen  des  séries  ;  ce  moyen  est  celui  qui 
se  présente  d'abord  :  cependant  il  est  plus  expéditif  et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d'employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l'application  qu'on  en  doit  faire  a  la  déter- 
mination des  deux  quantités  dont  il  s'agit,  nous  don- 
nerons Ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions ,  dont  l'usage  est  devenu  presque  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu'a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l'analyse. dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

22.  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  les  intégrales  peu- 
vent s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 
Tome  III.  6 
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rVdx 
dans  la  fôrtntile  /  77g^ ,  où  P  est  tine  fondiion  ra- 
tionnelle de  Jt^ ,  et  R  uti  polynôme  en  x  du  qua- 
trième degré. 

TToute  fonction  de  cette  espèce  peut  se.  ramener 
par  de$   transformations    très    simples  à  la   forme 

.  _,^'.  'f  ^  où  Q  est  une  fotiotion  de  degré  pair 

de  sîn  ^ ,  et  ^  une  quantité  plus  petite  que  Tunité. 
Il  suffira  y  pour  cela^  dans  la  plupart  des  cas^  de  faire 

^  =  \/ n  .  n'*'  fp  ^*  d^  déterminer  convenable- 

ment  les  coefficiens  constans  A,  B ,  C  et  D. 

Maintenant,  quelque  soît  Q,  pourvu  que  ce  soit  une 
(bhetion  rationnelle  de  sin*4^,  oh  démontre  fort  ai- 
sément que  l'intégrale  /  77==^===fî  peut  se  réduira 

ï*.  à  iin^  pat*tle  algébrique,  îj*i  une  suite  de  ti-âtis- 
eeildatite^  comprises  soùs  la  fdrtbe  générale  , 

/â!  4-  B'  sin^  (p  dp 

où  A' ,  B',  C  et  D'^  ^nl  des  ctiefficieûs  cbûstailé, 
téek  bu  îttjàginaires  (*). 

Oi*,  la  formule  précédente,  cotnme  il  est  aisé  de 
i'eù  C6tlvaifl6re ,  peut  s'écrire  ainsi  : 


(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques  j  n«  8. 

\ 
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De  là  1»  ^division  des  fonctkins  eUiplique&  en  trois 
eipèoef;^istîticteSj»  atnequelles  on  peut  ramener  toutes 
les  â«ttres  tramcefiklatit^s  dn  nièhie  genre.  Ces  trois 
dji^ës  se  nomment /bnetions  elliptiques  d&première  , 
seconde  ei  troisième  espèce  y  et  Fon  désigne  dWdi- 
roLivè  ces  'ibnbtionfr  par  les  symboles  respectifs 
F(c,  (p)  ,  E(c,  (p)  ,  n(c,  a,<p),  enfaisant 

F(c,^)  =   A— ^==  , .       .. 

¥(c,(f>)  =  fdç  V/i— ç*sin*(p  , 

n(c,a,(p)=    r 1 : ; 

«^  (I  +  a  sin*  ,^)  V^  I  _  c^sin=<?i 

ces  intégrales  étant  supposées  s'évanouir  quand  (p=:o, 
et  leur  étendue  dépendant  de  la  valeur  qu'on  assigne 
h  cet  angle.  ;♦.... 

Là  varîai)le  ^  se  nomme  V amplitude  de  là  fonction, 
la  constante  c,  toujours  moindre  que  l'iiiiilé,  's^ap-*- 
"ptWQ  \e  fnodule  ;  enfin  la  constante  aj  qui  n'étitre 
que  dans  la' fonction  de  troisième  espèffee,  -fet  qui 
peut  être  positive  oti  négative,  réelle  ou4màg!haire, 
se  nortime  le  paramètre.  « 

La  fonction  de  seconde  espède  E(c,^)  rè^pirésetïté , 

comme  on  sait,  un  aiHî  d^elHpse,  et  Ton  a  dol?tné 

généralefment  lé  nom  de  Jonctions  eltiptiqàe^  aux 

;  n      Q# 

tr^^sçendantescprapriscsdansla  formule/  TTî^zf^^î* 

parce  que  les  arcs  d'ellipse  s  j  trouvent  compris  ,  bico 
que  cette  intégrale  puisse  représenter  encored  autres 
courliés^  ^  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
plus  étendue.  »    '      , 

6.. 
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Lonsque  les  intégrales  représentées  par  ¥(€,  ^) , 
E(c,^)  et  n{c^,  ^),  sont  prises  depuis  ^  =  o  jusqu'à 
(p  =  j  'TT  ,  TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre^,  on  dit  que  ces  fonctions  sont  complètes, 
^t  pour  leç  distinguer  on  omet  lamplitude  ^  dans 
leur  notation  ,■  en  sorte  que,  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes ,  on  a 

Vf  _  r^      ^  ' 

E(c)  =  /'''  dtp  v^i  —  c*sin^, 


Enfin  ^  pour  abréger,  on  fait  souvent  v/i  — £7*=si, 
ce  qui  donne  i*  -f-  ^*  '^  i  >  et  ^  se  nomm^  le  cont-- 
plément  an  module  c. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  la  fonction  ellip-- 
tique  de  première  espèce ,  qui  est  plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de   ses  pro- 
priétés, c'est  qu'étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,  et  qui  ne,  diffèrent 
que  par  leurs  amplitudes,  on  peut^toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence.  Il  suit  de  là  qu'on  peut 
toujours   déterminer  algébriquemept  une    fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d'une  fonction 
donnée,  et  plus  généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à  la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété  qtié  les  foncliôns  elliptiques  de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues,  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
fonctions  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  algé- 
brique ,  et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
égale  à  la  somme  on  à  la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes. 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  dfe 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole ,  on  voit  qu'il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes,  non  pas  comme  dans  le  cercle,  un  arc 
égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs 
donnés ,  mais  égal  à  cette  somme ,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d'autant  plus  remarquable  qu  elle  a  été 
découverte  par  Fagnani^  avant  qu'on  se  fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques^ et  quelle  a  pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géo- 
mètres cette  carrière  nouvelle. 

Euler,  qui  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique ,  fut  conduit  ainsi  à  comr- 
parer  entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesurés  sur  la 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole ,  nxais  encore 
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toutes  les  transcendante^  reafenuées  dans  la  ^mv^le 

/ ^    _"T~-~  9    ^^^'^  ^^^^  ^^  rapprochement,   il 

supposa  toujours qpe  les  fonction^  d'une  pième «espèce 
avaient  le  même  module,  ei  quelles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude^  ou ,  ce  qui  revient  au  n^me, 
que  les  arcs  que  ces  fotuctipns  représentçnt  apparte- 
naient à  la  même  couihe.  kxxs&i  cette  conipaiiiisqn  ^ 
qui  lui  fît  dëcoqvrir  sur  la  niultiplLcatiou  etla  divi* 
sioa  de  <:es  fonctioas  les  beaux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  plus  haut ,  ne  lui  apprit  rien  rçlati-' 
v^ment  k  leur  intégration. 

Lagrange  eut  Theureuse  idée  4e  comparer  epfre 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  espèce;  il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions laoïplitude  et  le  module  varient  à  la 
fois,  et  il  fut  ainsi  conduit  à  une  méthode  générale^ 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les: 

intégrales  de  la  forme  C — =. 

En  effet ,  Lagrange  t^njarquâ  d'ahord.  que  l'inté- 
grale d'une  fonction  elliptique  de   première  espèce 


L 


^  s'obtiendrait  sans  difficulté  par  les  se- 

ries ,  si  c  était  supposé  une  quantité  très  petite  ou 
une  quantité  à  très  peu  près  égale  k  l'unité;  Ainsi 
donc ,  si  l'on  pouvait  ran^ner  la  fonction  F(c,'(p)  à 
-ttne  autre  Ibinction  F(c',  <p'),  dans  lacfuellele  modulie  je' 
serait  moindre  ou  plus  grand  que  c/iel  déteruiia^ 
algébriquement  le  rapport  de  cesdeuxi&mciioii^»  en 
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opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci  y  on  obtien- 
drait la  valeur  de  la  fonction  donnée  ^  exprimée  par 
une  suite  de  fonctions  de  même  espèce ,  dont  la 
dérnièreseraîtinté^rable  d'elle-même,  et  Ton  aurait 
9iM\  iwjmoy^  très  siaifde  de  trouver  les  intégrales 
approchées  de  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques)^ 
Soient  donc  F(c,  ^)  une  fonction  donnée,  et  F(c'^  (pO 
unç  fonctiop  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
l'amplitude  (p'  sont  arbitraires  ^  si  l'on  pose  1  équa- 
tion 

F(c,(p)  =  yt.F(c\(p'),    (et), 
ou  bien    .  * 

j  "ÏÂ— c^sm'f   ^  ^  J  \/  \  —  c>si»V  '     ^^ 

il  s'agira  de  déterminer  algébriquement  ft,  c'^  et  (p' 
en  fonction  du  module  c  et  dé  l'amplitude  ^^  de 
manière  à  satisfaire  a  l'équation  précédente.' 
Or,  si  l'on  suppose 

OU ,  ce  qui  revient  ^u  même , 

sîn(i!(p'-^(p)  =  e?sm^,      c'=s?^^   (>), 


d'où  Ton  tire  cos(2<p) — (p)=  \/i  —  ^'sin"^.  Il  est 
facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  substituées  dans 
l'éqwtiPJn  l€)  dpnwrpjit  , 

(*)  Voir  les  notes  à  la  fin  du  volume.  ' 
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^é^uation  :  qui  ^   comparëç  à  l'équation   (a)  ,    doune 


rffc':^:?/.'  ^     =:  —;=■.   11  Suit  de  là  que    les   deux 


:»>*i. 


ïôncliohs  F(i;,(p)  et  F(c\(p')  sont  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  quelles  que  soient  les  amplitudes  ^  et  ^', 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constantes  c  et  c\ 
soient  liés  par  les  équations  {y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  : 

tang(^-<p')=*'taDg<p',     ^'=  f^      (cT), 


en  supposant,  comme  nous  Tavons  dit,  A^  V^  i  —  c*. 

Les  premières  formules  serviront  à  déterminer  ç' 

et  &  en  fonction  de  ^  et  c;  les  secondes  peuvent 

servir  réciproquement  à  déterminer  c  et  ^  en  fonction 

de  c'  et  (p'  supposés  connus. 

I  -4-  c 
L'équation  F(c,(p)=  —2—  F(c',^^')  ayant  lieu  quel 

que  soit  p,  si  l'on  suppose  ^=:^,  ce  qui  donne 
(p'z=:j^  ,  en  observant  que  d'après  les  lois  de  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a  F(c','7r)=2F(c,-j^)  (*),  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  ¥(c)  et  F(£;')  la  relation  très 
simple 

F(c')=(i+c)F(c). 

Passons   aux  fonctions  elliptiquei^  de  seconde  es*- 

(*).  Théorie  des  Fonctions  ellipfiqueSy  n*  ai . 
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pèœ^  Les  valeurs  de  ^'  et  c'  tirées  des  équations  {y) 
donnent  Téquation  différentielle 

A  2(1 -f-c) 


En  faisant,  pour  abréger,  ù.  =  \/i  —  c*sîn'^,  cette 
équation  peut  s'écrire  ainsi  :  - 

(i  ^c)d(p'  v/i  — ^'•sinV  =  ^.(A*— ^*H-^cofiçAX 
d'où  en  intégrant  un  tire 

(i+c)E(6^  (p^^ECc,  (p)  —  iè-FCp,  <p)+csin  (p.  O) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  (p)  peut  s'exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(c,  ç)^  E(c',  ^'),  ou  en  d'au- 
tres termes,  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  s'évaluçr 
par  deux  arcs  mesurés  sur  l'ellipse;  ce  qui  est  l'énoncé 
du  théorème  de  Landen^ 

Si  l'on  suppose  ^'  =  ^  tt  et  pz=z7r,  on  aura 
E(c',  (p')=zE{&)  et  E(c,  (p)=E(c,  9r)=aE(c).  On  aurf 
donc  simplenîent  dans  le  cas  des  fonctions  connr 
plètes, 

Les  formules  (a')  et  (cT)  serviront  à  exprimer  les 

fonctions  F(e,  ^)  et  E(c,  ^)  dont  le  module  est  c ,  au 

.  moyen  des  fonctions  semblables  F(c',^')  et  E(c',  ç') , 

dont  le  module  est  c\  et  réciproquement  ;  car  if  'est 

évident  qu'on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  équa- 
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tiens  Jbs  valeurs  de  F(i;',  $')  et  dô  E(c',  ^')  ea  fonotmn 
de  F(c^  ^)  et  de  E{c,  p).  Dam  le  premi^  cas ,  l'am^ 
plitude  et  le  module  de  la  fonction  dérivée  se  déter- 
mineront par  les  équatimis  (S),  et  dans  le  second^ 
on  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (y). 

Si,  eomïxie  no^s  le  suppospp^,  ç  e^%  uw  txm  p^ 
tite  quantité  y  on  aura  à  tirés  peu  près  efssc  ^x/c^ 
le  module  c'  de  la  fonction  dérivée  sera  donc  alors 
IdUqoors  ^neûi^ieeup  plus-  graùd  que  le  module  ^  ii 
la  fonction  proposée;  si  au  contraire  c'  est  le  module 
de  la  fonction  primitive ,  on  aura ,  dans  ce  cas ,  à 
très  peu  près  ,  c=:  jc'*,  et  l'on  passera  du  module 
très  petit  c^  au  module  l)eaucoup  plus  petit  c.  On 
aura  donc  ainsi  le  moyen  de  transformer  toute  fonc- 
tion donnée  de  première  ou  de  seconde  espèce  en 
une  autre  fonction  de  même  espèce,  dans  laquelle 
le  module  sera  plus  grand  ou  plus  petit  à  volonté^ 
que  le  module  de  la  fonction  proposée.  On  pourra 
ensuite  faire  subir  à  la  fonction  dérivéjB,  des  transfor- 
mations analogues,  et  ainsi  de  suite  à  rinfînî. 

Cela  posé ,  concevons  que  étant  donnée  une  fonc- 
"rion  elliptique  de  première  espèce  F(e,  ^)  dont  il  faut 
déterminer  la  valeur  approchée,  on  forme  une  suite 
de  modules  c',  c^',  c"',  etc. ,  liés  entre  eux  par  les 
équations 

0'  =  ^",  .c'^=^-^ ,  )cf==,^,  etc. , 

qum  prolpojger;^  jwsqii  a  c^  qti'o»  aiiriK^  à  une  ya^- 
lew^e  ç^pw  difjréi;enl^  dp  ,lwiW;  qu',«n  (Jé|^rttiiw 
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les  amplitudes  correspondantes  ^',  f^'^tp  " ,  etc.,  par 
les  équations 

sin(2(p'  —  ^  )  =  c  sin(p  , 
^i^'Ç^'  ^  4>')  9^  '4'«ny , 
^în(2(p*  —  <p'')  =  c'sin^". 


« 


il  en  résultera  une  suite  de  fonctions  de  première 
espèce  (Fc,<j^,  '¥{c'',  (p'\¥{c^,ff),etc.,  ijuî  seront  liées 
entre  elle^  pa^  l^  ^^ualiq^iç    , 


Ôi*^  Jès  modules  c',  è'',  c*',  etc.,  com^iç  nous  Ta-r 
vons  vu  ,  forment  une  suite  qui  croit  d'une  ivanière 
rapide;  cette  .suite  a  pour  limite  l'unité,  qu'elle  atteint 
au  bout  d'un  petit  nombre  de  termesj  maïs  lorsque/? 
est  peu  différent  de  rùnîté,  on  a,  k  très  peu  près^ 

En  nommant  donc  4>  l'amplitude  correspondante  au 
module  très  ^eu  ^flei^ent  de  Tunîlé  auquel  où  se 
sera  arrêté; dat^s  la  suite  ascendante  c ,  c\  fi^' ^  etc., 
et  en  faisait  pour \«brégcr  i 
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on  aura 

F(c,^)  =  Hk>glang(45^+4«),      (e) 

Si  ^  =  j9r ,  et  qu'on  nomme  *'  ce  que  devient  alors 
Fangle  ^,  on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète 

F(c)  =  H  log  tang(45*  +  i*')- 

Voilà  donc  la  valeur  de  ^intégrale  donnée  er- 
primée  en  fonction  d'une  quantité  logarithmique 
facile  à  calculer ,  multipliée  par  un  coefficient  cous- 
tant,  et  la  question  proposée  est  par  conséquent 
complètement  résolue;  mais  on  voit^  d'après  ce  qai 
précède,  qu'on  peut  encore  exprimer  d'une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  même  intégrale. 

En  effet ,  la  suite  croissante  des  modules  c ,  cfy 
c",  etc.,  qui  a  pour  limite  l'unité,  peut  être  pro- 
longée indéfiniment,  dans  le  sens,  opposé;  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons par  c,  c^jf  c^y  c^^,  etc.,  les  différens  termes 
de  cette  suite  que  nous  supposerons  liés  entre  eax 
par  les  équations 

2|/c^.  al/T  al^cT 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  les  équations 
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Nommons  ^^,  9,^ ,  9^,  etc. ,  les  amplitudes  corres- 
pondantes aux  modules  c^f  c,^,  c^y  etc. ,  et  dëtermi- 
nons  leurs  valeurs  par  les  équations 

tang((P^  —  <P)  ^  *to0g<p,    y 
*ang((p,,— ^J  =  *'tang^,,  >  (n) 
tang((p,,,— ^J  =  6"tang(p,,,  ] 
etc.  ; 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F  (c,  9), 
F(c, ,  9^),  T^(c,tf  p,)f  etc.,  qui  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  constans ,  en  sorte  qu  on  aura 

etc. 

Les  modules  c^,  c^,  c^^,  etc.,  décroissent  très  ra- 
pidement, et  s'approchent  promptement  de  leui: 
limite  zéro.  Or,  dans  le  cas  où  c  est  supposé  trè^ 

/*  dp 

petit,  on  a  à  fort  peu  pi*8,y  prj===&/rf(p==sç  ; 

en  nommant  donc  O  Tamplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s'arrête,  et  en  foisant 

H   =  —^  •      a      r^  ^^'  > 
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ott  AVti  ■■'■'■■.■'        '■■■■■   ,/■  ■■      .  ;-;■■•!    • 

■•''    ■  ''■      •■■  '••'•■•F(x:,(p)i^H'*'.      ^  {&}'■    ■ 

Lorsqu'on  suppose  <p  =  ■;  ^  les  e'quations  (»)  don- 
nent (p,c=7r,  ^^^2fl^  ,  (p^=i49»"".*"^=^^'3''*'»  ^*<^-> 
<t  désignant  40nç  là  limité  ,4<^-ce$  angles,  si  l'on 
fait  .'  . 

K  ==  (i  +  cj  (i  4-cJ  (:  +  cj  ,  él!c.,      (x) 
OU  aura  pour  le  cas  des  fonctions  complètes 


Ainsi  donc  il  y  aura  toujourér^^ùx  manîèréâ  d'ex- 
primer une  fonction  elliptique  de  première  espèce, 
dont  leiâoâule  et  ramplituâe^^ont  donnés^  {$iHc  des 
arcs  de  cercle ,  au  moyen  de  la  formule  (9)  ,  ou  par 
Jlt^afH&ines,au  moyen  de  4fii  formule  j^€}^  Ojl  choi- 
sira la  première  ou  la  seconde  de  ces  formules,  selon 
que  le  carré  du  module  c*  de  la  fonction  primitive 
«"iftpprachera dararitag^d^  l'upe  de? ^e^&JilïlitQS »îro 
xmrmite^  afio  ;â«[tâtpîtiuer.^i^tant  que^pciseilde  le 
itomb»  doft^  transfQPtnde$,v  kt  de  qette  .ipâaièn^  on 
n'aura  jamais  à  calculer  qu'un  petit  nombre  de  mo- 
çliil^  <^  4'â03plitù<{es  coiVefipondstntes  ,^  pour  arriver 
à   une   valeur    suffisànlment  exacte    de    l'intégrale 

La  même;ii}^tbo4e  d'approximation  s'applique  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce ,  mais  les  formules 
deviennent  ^Ijus  tonjpliqtiées  à  cause  de  la  quantité 
algébrique  qu'elles  renferment;  cependant,  comme 
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eette  partie  dlspandt  dbtbs  Wcas  dw  fodc4k>M  èMGK 
plètesy  et  que  dans  les  applications  ^ué  Hous  femûk 
de  celte  tbéârîe  neua  n^utons  que  ^  de  pêirailks  ftmc- 
tions  à  coQçidorer^  nous  traiterons  ici  ce  cas  partie 
culier>  et  les  folmiulds  que  noos  obtiendrons  sèrotif 
encore  assez  simples^ 

La  fortnide  (ju)  donnç.  la  sui^aQtc^ } 

Les  valeurs  des  fonctions E(c^,  ^J,  E(c^^,  ^J,  etc., 
séï'Ont  données  par  des  éqtiations  semblables  ;  on 
pourrait  donc  en  déduire  k  valeur  de  l'intégwile 
i{Cytp),  en  fonction  de  Celles  de  ces  quantités  qu*on 
voudi'a  choisir  ^  mais  la  i^uction  de  la  forûiule  k 
laquelle  on  parviendrait  de  cette  manière  serait  pâ^ 
nible;  il  vaut  mieux,  pour  l'éviter,  mettre  sous  une 
{autre  forme  la  formule  précédente.  Soit  générale*^ 
ment  G(c^^)=E(c,^) — F(C;j(p),  on  trouvera,  en  vertu 
de  réquatîon  (o) , 

G(^.^)  =  ri^  [G(^/»*.)  —  ^/F(c,,(p,)  +  c,sin(pj  ; 
et  par  des  transformations  semblables  ^  on  trouvera 

^{c^><P.)  =  Tirt^C^-'*''')  ~  ^•^(^•^0+c.sin(pJ  , 
etc. 

Au  moyen  de  ceé  .^u^tiqnS;  ^pn^  déterminera  par 
des  substitutions  successives  la  valeur  de  G(c,^)  en 
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fonction  des  quantités  G{Cjf^^)  ,  ^^/i^^/i)  ^^^  fono 
tions  ¥{c^f(p^) ,  F(c,^,^ J  ,  et  de  quantités  algébriques. 
.  Supposons  quW  ait  calculé  la  suite  des. quantité 
G(c^^),  G{c^f  (p,),  etc.,  jusqu'au  terme (i(C|,  <pi)  corres- 
pondantau  module  c/que  nous  regarderons  comme  a&* 
sez  petit  pour  être  négligé,  on  aura  \/ 1 -— C|*sin*^|=  i , 
et  par  suite  E(C|,^|)=  F(C|,^|)  =/cfip*  =  *.  En  nom- 
mant comme  précédemment  O  la  limite  des  angles  p, 
Pj9  ^nf  c*c. ,  on  aura  donc  alors  Gfc„^|)=  o.  Sî  Ton 

suppose  ^=  -^  >  on  aura  *  =  a'-'TT ,  et  les  angles 

■9^9  ^/i»  ^^^*^  seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc,  en  substi- 
tuant pour  F(c^^J,  F(c,^,^J  etc.,  leurs  valeurs  en 

F(c,<p), 

En  mettant  pour  Gr(c)  Sa  valeur  E(c) —  F(c) ,  et  en 
observant  qu'on  a 

on  en  conclura 

E(c)  =  F(c)[i  -ic*(t  +  ^  c,+  ^  CA,  +ete.)} 

Ou  bien  en  faisant,  pour  abréger. 
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et  en  observant  qu'on  a  F(c)  =5  K  -,  on  aura ,  pour 
le  cas  des  fonctions  complètes , 

E(C)=:KL|.     («,) 

Cette  formule  peut  s'appliquer  non -seulement  à 

des  valeurs  de  ç  plus  petites  que  \/- ,  mais  même  à 

des  valeurs  peu  différentes  de  l'unité  ;  elle  suffit  donc 
pour  tous  les  cas  que  Ton  peut  avoir  à  calculer.  Cepen- 
dant ,  si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
qtie  deviennent ,  par  rapport  aux  fonctions  de  seconde 
espèce ,  les  formules  relatives  à  Téchelle  ascendante 
des  modules  y  reprenons  l'équation  (ft);  en  substi* 

tuant  pour  F(c,^)  sa  valeur  F{c',^'),  elle  donne 

la  suivante  : 

E(c,<p)  =  (,  H- c)E(c',(p') H- (i -0 FCc'.»?')  -  ^sîn <p, 

et  semblablement 

^c',<f>')=z(^-Hr)E(c\p'')-H^'-c')¥(c'',<p''y-c'sm(p', 

E(c^<p'0==(I-^-c'')E(c'^(p''')-^-(I-c'')F(c;^^''')-c''sin4>^ 

etc. 

ta 

Soient  E(^,(p'),  F(cr',(p'j,  les  valeurs deE(c,(p;,  F(c,(p) 
correspondantes  au  module  c'  que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l'unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série ,  on  aura 


V I  — c*'sin*f'  =:  cos  ^'  j 
Tome  IIL 
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par  conséquent 

E(c',<p')  =  /cos<p'd^^  =  sin  (p*, 

F(cV<PO=/^  -  log  tang  (450  +  l<p'). 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  il  faut  supposer 

(p  c=  -  ^ ,  et  calculer  les  angles  ^',  ^",  etc. ,  par  les 

équations  (v)  ;  mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
disparaître  les  quantités  algébriques  des  formules  pré^ 

cédentes.  On  ne  peut  supposer  ^ôn  plus  ^'  =  -  tt, 
parce  qu'alors  la  valeur  de  F(  cV  ^)  deviendrait  in- 
finie; mais  si  Ton  fait  ^'7'z=-^,  ce  qui  n'est  sujet 
à  aucun  inconvénient ,  on  trouvera ,  en  remontant , 
,p'-  =  2^,  (p-»=4^. .  .(P'-'^a"-^.  .<p'  =  a'-| , 

(p=  2'*"'  -.   En  substituant  donc  pour    F(c',  <p'), 

F(c",^"),  etc.,  leurs  valeurs ,  et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes ,  en  observant  qu'on  a  généralement 

on  trouvera 

E(c^(p)=:K'  (^-.  +  _  +  __  ^-etc.) 
+  j^sm(p-j^.^^^. 

Mais  l'équation  tang  (^'"*'  —  ^')  rt^  é'tâûgtp*,  daûf 
l'hypothèse  de  ^-'  =  î^>  donne  tang  (p*  =  --7=, 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  ^ 

<i'où  Ton  tire  sih  (p'=^^^i  =  i  —  1  ft»,  aux 

quantités  près  de  l'ordre  (6')*  q»e  l'on  peut  négliger, 
puisque  Ton  suppose  à  très  peu  poès  ^?'  =  i .  On  aura 


ainsi 


r  «•" -f-ir . -q:p=r  =  K^ (.  -  *' -^) 

On  a  d'ailleurs 

E(c,  ,p  )  =  E(c,  2*- 1)  =  a'-E(c>. 
En  faisant  donc 

on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  complète  : 
E(c)  =  ^  log  tang  (45-  +  ^  ^)  +  ^.^ 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  le  module  est 
peu  dîflFérent  de  l'unité  ;  elle  suppose  seulement  que 
Ton  a  poussé  la  série  des  modules  assez  loin  pour 
que  {Vy  soit  une  quantité  négligeable ,  ce  qui  permet 
de  faire  c'=  i , 

La  suite  des  quantités  croissantes  c,  c',  c',  etc. , 
dont  la  limite  est  Punité  et  la  suite  des  quantités  dé- 
cix)ïssantès £?^ ,  c^j  c^^^^  etc.,  dont  la  limite  est  açéro, 
n'en  forment  qu'une  seule  liée  par  la  même  loi  et 
qu'on  peut  écrire  ainsi  . 

limite  o c^^^,  c,^,  c^ ,  c,  c',  c",  c"*. . . .  limite  i. 

Cette  suite ,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 

7-- 
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(dans  les  deux  sens/  est  ce  qu'oa  appelle  une  échelle 
des  modules,  et  Ton  voit  que  les  fonctions  F(c, ^)  ,' 
E((7,  (p)  peuvent  être  transformées  en  une  infinité 
d'autres  fonctions  de  même  espèce,  qui  auront  pour 
modules  les  diffërens  termes  de  cette  échelle. 

La  précédente  échelle  a  d'abord  été  découverte  par 
Lagrange  ;  la  loi  de  sa  formation  est  1res  simple  ; 
mais  cette  loi  peut  varier,  et  par  conséquent  il  peut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange >  Lè- 
gendre  en  découvrit  une  seconde  dont  la  loi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  de  propriétés  analogues. 
Enfin ,  dans  ces  derniers  temps,  on  a  démontré  qu'on 
pouvait  former  une  infinité  d'échelles  de  modules ,  k 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  de  la  même  fonc« 
tîon  elliptique  en  d'autres  fonctions  de  même  espèce, 
dont  les  modules  seront  tous  déterminables   par  des 
opérations   algébriques.   La   démonstration  de  cette 
belle  propriété  des  fonctions  elliptiques  fait  l'objet 
du  célèbre  théorème  du  à  M.  Jacobi ,  dont  les  tra- 
vaux, ainsi  que  ceux  de  son  émule  Tingénieux  Abel,   • 
trop  tôt  ravi  aux  sciences ,  ont  donné  tout  à  coup  un 
nouvel  essor  à  cette  branche  d'analyse  au  moment  où 
on  la  croyait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherches  de  ceux  qui ,  après  La- 
grange ,  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions ,  qui  est  le  véritable 
but  que  Ton  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n'ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grand  géo- 
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mètre.  En  effet,  cette  multitude  d^éch^lles  de  modules 
dont  ils  ont  démontré  Fexistence  p  en  permettant  de 
yarier  à  Tinfini  les  transformations  des  mêmes  fonc- 
tions ,  a  conduit  à  la  découverte  d'un  grand  nombre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s'est  enri- 
chie l'analyse  ;  mais  relativement  à  l'intégration  de  ces 
fonctions ,  elle  n'a  fait  que  reproduire  sous  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d'approximation ,  sans 
conduire  à  aucune  intégrale  nouvelle  ;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à  former,  c'est  en  définitive  à 
celle-ci  qu'il  faudra  recourir  toutes  les  fois  qu'on 
voudra  calculer  numériquement  les  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Géométrie,  de  Mécanique  ou  d'Astro- 
nomie. Legendre  est  donc,  après  Lagrange,  celui  qui 
a  rendu  le  plu3  important  service  à  cette  partie  du  cal- 
cul intégral  ;  il  a  fait  pour  les  fonctions  elliptiques  ce 
que  les  successeurs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fonctions  logarithmiques  et  trigonométriques  ;  il  a 
construit  des  tables  au  moyen  desquelles  on  peut, 
dans  chaque  cas ,  trouver  la  valeur  numérique  de 
toute  fonction  donnée  avec  toute  la  précision  dési- 
rable ,  sans  être  obligé  pour  cette  recherche  à  des 
calculs  laborieux.  Le  secours  de  ces  tables  rend  l'em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d'une  application  aussi 
ùcile  que  celui  des  fonctions  logarithmiques  et  cir- 
culaires. Ce  travail ,  moins  brillant  sans  doute  que 
tant  d'autres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  mériter  le  plus  la  reconnaissance  des  géo- 
mètres ,  par  les  soins  qu'il  a  exigés  et  par  son  utilité.. 
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Noos  aurons  plusieqrs  fois,    dans  la  suite  de  cet 

ouvrage,  l'occasion  d'en  faire  usage, 

!23.  Reprenons  les  Taleurs  des  deux  quantités  b^ 

et    b!    qui  nous  restent  à  déterminer.   D'après  la 

s* 

formule  (i)  on  aura 


^ 


(i)   I    /'^«'^ à 


d^cos^ 


Il  y  a  plusieurs  moyens  de  ramener  ces  deux  in- 
tégrales à  la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 
sin  {(p  -H  ô)=  a  sin  9 ,  d*où  Von  tire 

cos((p  +  fi)  =  \/i  —  a»  sin^fl. 


Faisons  pour  abréger  A=  \/i  — «•sin'G,  ces  deux 
équations  donnent  en  différentiant 

,         rf9(i«cos9  —  a)  ^       * 

^= . 

En  vertu  des  mêmes  équations  on  a  d'ailleurs 

cos  ^  =asin*  6  +  cosfi  A. 
et  par  suite 

\/i  — 2fltcos^4-**==  V^*'cos*fl  —  ji<xcosdA'+*  A* 
=  a  cos  fl  —  A. 
On  aura  donc 

d<p  rfS 
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Si  Ton  intègre  ces  deux  fbrnmlès  en  ob^rvant  q^e 

«•sin»fl=i  —  A*,  et  que  Kntégrale /^ecosfl  devant 

être  étendue  depuis  fl  =  b  j  usqu  a  9  ==  a^r  ^  ce  terme 

est  nul  entre  ces  limites,  les  expressions  de  ^1    et 

de   bi     deviendront 

,(o) ^  I    r^ir ^< 

Désignons  par  F(flt)  et  E(flt)  les  fonctions  complètes 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  mo- 
dule et,  c'est-à-dire  celles  qui   se  rapportent  à  des 

intégrales  prises  entre  les  limites  6=;soet6i=:-7r^ 

on  aura       I        >  ^..       -=,  s=  4 ^W 9 
J  o      \/t   —  ce»  ainM         ^    ^  ^  ' 

Les  intégrales  indiquées  devant  s'étendre  depuis 
0=0  jusqu'à  8  =  27r.  On  aura  donc  ainsi 

*f  =:fF(a),      &^'^=:i^[F(*)^E(«)].     (18) 

Si  l'on  substitue  ces  Valeurs  dans  les  équations  (B) 
du  n*  19,  après  avoir  fait  ^=  i,  ivsQ,  on  aura  pouc  . 

déterminer  les  coefficiens  b^    et  b^  , 

■        î  *     ■       -        ' 
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3         * 
et  eu  faisant  ensuite  ^  =  ~  dans  ces  mêmes  formules, 

on  en  déduira 

h    —  3(1  — «T     ~'  *f    ~         3(i-a*F~*^^''^ 

*  Ces  valeurs  ainsi  déterminées^    on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coefficiens  des  fonction 

Il  ne  s'agira  pl«s  que  de  déterminer  les  quantités 
F(a)  et  E(flt).  Pour  cela,  si  l'on  veut  les  calculer 
directement,  il  faudra  ,  confortiiément  à  ce  qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décroîssansa^, 
a^,  eL^^^y  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  soît  parvenu  a  une 
valeur  peu  différente  de  zéro;  on  en  déduira  lés  va- 
leurs de  K  et  L  par  les  formules  (x)  et-(^j  n*  22 ,  et 
en  substituant  ces  deux  quantités  i^ns  les  formules 
(ûj),  on  aura  les  valeurs  de  F  (a)  et  E(a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  moyen  des  tables  de  Legendre, 

Enfin,  si  l'on  voulait  faire  dépendre  comme  dans  le 
n^  5i  du  livre  II,  la  détermination  des  quantités 

o\   y  6.    f  etc.  ,  de  celle  des   deux  quantités   l)'^\ 
*        î  ■  ""» 

et  £j  i  >  dont  les  développemens  en  série  sont  plus 
eonvergens,  on  aurait  : 

-(o)  1     /^aw    -  /  ■  

h    t^  =z  -  I      a(p  Vi  —  2a  cos^  +  a! 
b^\  z=i  ^  f"*  ^<pcos^  \/ 1  —  2«COS^  4-  (t\ 

"■  a  ^  J  o 
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Expressions  qui,  par  des  transformations  très  simples, 
se  ramèneront  à  la  forme  des  fonctions  elliptiques. 
Les  formules  précédentes  sont,  à  ce  qu'il  me 
semble ,  les  plus  commodes  que  Fou  puisse  employer 
pour  le  calcul  numérique  des   premiers,  cpefficiejas 

b^  #    Aï'  ,  etc. ,  et  cette  manière  de  les  déterminer 

me  parait  à  la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  et  est 
une  très  petite  quantité ,  en  sorte  que  la  quantité  i — et 
ne  difïere  que  très  peu  de  l'unité ,  et  l'on  n'a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu'un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  a^,  a^^,  a^^^,  etc. ,  pour  arriver  à  des  ré- 
sultats aussi  exacts  qu'on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
dtflférence  i-r-a  est  au  contraire  très  petite,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules;  mais 
le  nombre  qu'il  en  faut  calculer  n'est  jamais  bien  con- 
sidérable ;  et  d'ailleurs  la  théorie  d^es  fonctions  ellipti- 
ques offre  alors  des  moyens  de  profiter  dé  cette  cir- 
constance même,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  approximations  plus  rapides*  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à  la  suite  ascendante 
des  modules  et  l'on  doit  remarquer  en  outre  qu'alors  et 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l'unité ,  ce  cas  est 
celui  où  l'on  ne  peut  employer  la  m^tbode  des^sé;*ies 
à  cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Enfin ,  comme  nous  l'ayons  dit ,  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques, on  pourra  déterminer  par  leur  moyen ,  pres- 
que immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(a)  et  E(a),  quel  que  soit  le  module  «, 
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et  les  yalears  des  coefiGeiens  M^  ,  6/  ,   b^  ,  bl  ,  s'en 

î  i  •  » 

déduiront  par  les  formules  (  1 8)  6t  (19).  , 

Pour  appliquer  ce  procède  ii  un  exemple  partîca- 
lier^  supposons  qu'il  s'agisse  de  développer  les  trois 

fonctions  (i — 2acos^4-**)"  *  >  (ï  — aacostf-f^*)  •  ©* 
(  I  *—  2flt  cos  ^  +**)"*  >  relatives  à  l'action  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas 


a  =  o,  54551024  > 

et  par  les  tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouve 
relativement  à  cette  valeur  du  module 

F(ct)=i,7i255o57î  F(a)=  i,4465425i. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (18 )> 
donnent 

b^^^^  !ï.i8oa3a46,. 

bp  =  o  .62065500, 


d'oti  Ton  conclut 

= 

4;  55828700, 

= 

3.18558554, 

et  par 

suite 

Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  107 

bj[    =  15.7985000, 

4'^  =  12.4180486. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  pourra  déterraraer , 
par  les  fonnuPes  du  n®  2 1 ,  le  coefficient  de  l'un  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 

trois  fonctions  (i — actcos^+ct^Y^ ,  (  i  — aocos^+a*)"»  • 

et  (i—  2fltcosç+ût*)""*  ,  quel  que  soit  Tordre  de  ce 
terme. 
24-  Connaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 

quantités  b^\  M^^  bT\  etc. ,  bf,  M^  #  ,  <5te., 
*i"\*i'\  fcs^etc,  et  de  leurs  coefficiens  différentiels 

a  a  a  -, 

successifs ,  il  sera  facile  d'eu  conclure  les  valeurs  des 
quantités  A^,  A«  A^»>,  etc.,  BC<^>,  B^»,  B^,  etc- , 
Cf''\  O'^  C*^,  etc.,  et  de  leurs  différences  successives 
tant  par  rapport  à  a  que  par  rapport  à  a\  En  effet , 
nous  avons  supposé 

•  .  .  '  '  •      '       ■  .   ' 

et  en  faisant  a  =  --7. 
a 

I  (        fo)  <l)  (^ 

(i  ~  3« cos  0  +  «»)""  »  =  -  Ai^   +  ftj^   C08  ^  •+•  ^j.  C08  !i#  +  etc. 
•  *     a  a  a 

On  aura  donc  géfv^tialemieiit,  en  comparant  ces 

deux  séries ,  ../    -^  ;    *' 

A«=;|'.  6^^  (21) 

et  dans  le  cas  de  i  =  i  , 
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A<'> 


'=i(''':-'y 


En  différentiant  ces  valenrs  et  en  observant  qu'on  a 
^  =  ^,  on  aura 

JACO  ___  j^        ^ 
da    ~"  a"   •      dl.  * 

et  pour  le  cas  de  i  =s  i 

Ed  différentiant  de  nouveau,  on  trouvera  dan;  le 
cas  même  où  /=  i 


<fACO 
da* 

I 

Al»    ' 

-- 

d»ACO 
etc. 

I 

d0?  ' 

D'où 

l'on 

conclura  généralement 

Jm  A/ 

n 

WO 

^  tf-AW  I  ^  i 

Le  cas  OÙ  Ton  a  à  la  fois  m  =  i  et  i  =  i  étant  seul 
excepté. 
De  même  nous  avons  supposé 

3     I     I 

(a*—  Md'  co«^  +  a'«)    » r,=-  B(»)-f.B<«)ci)f^+B(»)  c<m3^  +  etc., 

(a»  —  2aaf  cos<»  <|-  a'«)"  »  =  i  €(•)  +  C<0  cos  ^  +  CO)  cos  a^  -h  etc. ^ 
etc.: 
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—  5       I     (•)       0)  (») 

(l  —  2«  COS  ^  -f-  «t»)     â  =:  -  ^3   -f.  ^3     cos  ^  +  &3    CO»  3^  -f-  elc, 

,        ^     %  "i         :  a 

^*  I       <o)  (0  (») 

(i  —  aAcos  4» -f- «t»)    »  =  -  *5  -f-  *5    Q®*  ^  +  *6  cos  a^  +  etc. 
2     »  «  ¥ 


On  aura  donc  en  général 

o*     CfO ,, 


BCO=-l.èf     et    (70=:!.*?; 


et  dans  le  cas  de  i  =  o. 


Bt»î 


=  i(*f-^) 


En  différentîant  successivement  ces  valeurs,  on  en 
conclura  généralement 


a" 

rfa- 

- 

a'3 

.  a' 

a" 

= 

I 

a" 

d^bf 


dar 


L'emploi  des  quantités  b^  ^  b^  ,  etc.,  b^  ,  fe,  ,  etc., 

î  ï  a  ? 

l^\  b^^,  etc.,  a  l'avantage  d'introduire  de  l'uniformité 

dans  les  formules,  et  de  simplifier  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à  a  servent 
à  la  fois  à  la  détermination  des  inégalités  des  deux 
planètes  troublées  par  leur  action  réciproque.  U  con- 
viendra donc  d'introduire  ces  quantités  et  leurs  diffé- 
rences dans  le  développement  de  la  fonction  R,  à 
la  place  des  quantités  A^*>,  A^'>,  etc. ,  B^^^  B^">,  etc. , 
CCo>,  C^'\  etc.,  et  de  leurs  différences  relatives,  soit  à 
a,  soit  à  a^  Cette  opération  sera  facile,  au  moyen 
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des  formules  précédentes ,  lorsque  les  différences  re- 
latives à  a'  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à  a  par  les  forlïiules  du  n*"  52  du  livre  II  ^  qu'on 
peut  prolonger  aussi  loin  qu'on  voudra,  c'est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  n^  6  et  suivans.  On  peut 
d'ailleurs,  pour  éviter  toute  opération  inutile,  exprimer 
de  suite  les  différences  relatives;  à  a!  en  fonction  des 

quantités  bf ,  *^'^  etc. ,  èf ,  b^;\etc.,bf,  bf  ,etc., 

et  de  leurs  différences;  on  les  obtiendra  très  ai- 
sément par  la  différentiation  successive  de  l'équa- 
tion (ai). 

25.  La  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  à 
la  forme  d'intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coefficiens  du  développement  de  la  fonction 
(^*  —  2aa'  cos(p  +  ol^)"'  s'appliquerait  de  même  au 
développement  dé  toute  fonction  donnée^  en  série  de 
fonctions  périodiques  de  la  variable,  du  moment 
qu'on  est  d'avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable  série. 

Si  les  intégrales  indiquées  peuvent  s'obtenir,  elles 
donneront,  sous  forme  finie,  l'expression  des  coeffi- 
ciens du  développement  de  la  fonction  proposée.  Si 
rîùtégratîon  est  impossible  par  les  méthodes  directes, 
comme  l'expression  de  chaque  coefficient  est  donnée 
sous  la  forme  de  quadratures,  on  pourra  toujours  en 
déterminer  la  valeur  par  les  méthodes  d'approxima*** 
tîon  connues,  avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  vou- 
dra. Dans  tous  les  cas,  cette  expression  indiquera  les 
relations  qui  lient  ce  coefficient  à  ceux  qui  le  précè* 
dent,  et  ramènera ,  par  conséquent^  leur  détermina- 
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tion    générale  à  celle  dun  petit   nombre   d'entre 
eux; 

Cette  manière  de  former  le  développement  d'une 
fonction  peut  être  principalement  utile  quand  cha* 
cun  de  ses  coeffîciens  est  lui»même  exprimé  par  une 
série  infinie  ;  en  sorte  qu'on  ne  saurait  avoir  sa  va* 
leur  exacte  par  aucune  autre  méthode.  C'est  ainsi  ^ 
par  exemple  y  que  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique  chacun  des  coefEciens  des  séries  qui  expri**- 
ment  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  vraie  en  fonc* 
tion  de  la  longitude  moyenne  ^  forme  une  suite  or-> 
donnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite.  Lorsqu'on  veut  réduire  ces 
expressions  en  nombre,  il  est  donc  bon  d'avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  coefficiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  le  degré  de  petitesse  des  quantités  né- 
gligées. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  que  J'emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d'une  grande  utilité ,  car  les  coefficiens  des  difie- 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice ,  en  sinus  et  cosinus  des  mtdtiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  étant  également  des  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons 
n*  4  >  ^  ï'^°  parvenait  à  évaluer  ces  coefficiens 
par  le  moyen  des  quadratures  paraboliques,  non-seu- 
lement On  éviterait  les  pénibles  calculs  qu'exige  le 
développement  de  cette  fonction ,  mais  encore  on  ar- 
riverait, dans  la  recherche  des  inégalités  planétaires 
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à  des  résultats  beaucoup  plus  certains  que  ceux,  qu'on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires,  parce  qu'on  n'est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstaîice  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu'on  a  cru  pouvoir  négliger. 

On  a  donc  dû  chercher  a  étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit  de  dévelop- 
per reûferme  à  la  fois  deux  variables,  et  où  la  svie 
qui  ^exprime  doit  être  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus des  multiples  de  ces  variables.  Supposons  y  en 
général ,  la  fonction  R  développée  en  une  suite  de 
termes  périodiques  de  la  forme 

Kl/  ços  (î(p  —  i!(p')  -H  K'i/  sin  {Up  —  i'(p*) , 

dans  lesquels  (p  et  (p'  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice ,  i  et  t  deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives, 
y  compris  zéro.  En  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes, 
on  aura 

R  =  K|,|'  cos  {jjp  —  îV)-f. K',/ sin  (/<p~  />'). 

Si    l'on    multiplie  successivement   par 

cos  {i(p  4-  i^f')  d^  d(p'  et  par  sin  («p  -f-  i'<p')  d^  d^'  les 
deux  membres  de  cette  équation,  et  qu'on  intègre 
entre  les  limites  o  et  aTT,  il  est  aisé  de  voir  que 
tous  les  termes  du  développement  de  R  dépendant 
d'un  argument  différent  de  i^^ — i(p'  disparaîtront 
d'eux-mêmes  ;  en  sorte  qu'on  aura 
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les  intégrales  devant  être  prises  depuis  (p=o  jusqu'à 
ç  =  a5Br,  et  depuis  4>'=so  jusqu'à  ^'=ii  i^r; 

Si  Ton  désigné,  comme  nbias*  le  faisoiîs^  pzt  ¥/ 
le  premier  lerinë  dii'dëvelopipèment  de  R,  où  celui^ 
qui  répond  au  cas  oîà  l'ôii  fëîf  à  la  fois /t=:  o  et  i'=o, 
cette  formule  devient 

Les  coefficiens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d'inté- 
grales définies  doubles,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
chercher  les  méthodes  les  plus  simples,  pour  en  dé- 
terminer les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible. 

Cette  manière  d'exprimer  les  coefficiens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  ri  est 
qu'une  extension  cjti  procédé  employé  par  D'Aleïnbert 
pour  calculer  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  dea  inclinai- 
sons^ ce  qui  réduit  les  expressions  de  K^y  et  K'i/  à  des 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à  ^ et  ^'.M .  Pois- 
son, en  l'indiquant  pour  la  première  «fois,  conce- 
vsRt  en  même  temps  l'espoir  que  par  quelque  artifice 
d'analyse  on  parviendrait  à  réduire  ces  intégrales 
doubles  à  la  forme  d'intégrales  simjdes;  mais  il  ne 
parait  pas  qu'on  y  ait  réussi  jusqu'ici,  et  le  seul 
TOMK  lU-  8 
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moyen  qui  se  présente  pour  les  calculer,  «st  d'étpn4re 
à  deux  variables  la  méthode  des  quadratores  parabo* 
liques«  Cette  méthode  consiste^  comme  on  sait,  à  fe- 
garder  llntégrale  dont  on  veut  déterminer  la  valeur, 
comme  l'aire  d  une  pcMrfion  de  courbe  paaraboliqae 
comprise  efiti*e  des  limites  données,  et  à  partager 
ensuite  cette  aire  en  un  assez,  g^rand  nombre  de  par- 
ties pour  que  chacune  déciles ,  regardée  coo^m^  un 
petit  trapèze  curviligne  sur  l'un  de  ses  côtés ,  puis^: 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu'on  le  tondra,,  par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  :  la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée* 

Supposons  donc  le  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit 
d'intégrer  comprend  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Soit,  par  exemple ,  fj'dx dz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  faut  trouver  la  valeur  ap- 
prochée entre  des  limites  assignées  à  a:  et  à  2,  en  sup- 
posant f  une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu'on  ait  j-  =  fonct.  (.r ,  z).  On  pourra  re- 
garder y  TOmme  Pnne  des  trois  coordonnées  d*tine 
«urface  parabolique  dont  les  deux  autres  coordon- 
nées sont  a?  et  a;  et  la  question  consistera,  par 
conséquent ,  à  cuber  le  solide  compris  entre  cette 
surface,  le  plan  des  xZy  et  les  plans  menés  paral- 
lèlement à  ceux  des  ay^  et  des  jz,  aux  limites  des 
coordonnées  x  et  z.  Nous  prendrons  pour  ces  li- 
mites ar  =  o,jc=5aetzî=:o,  j2=ô,  et  n<^s 
supposerons  que  pour  les  deux  premières  valeurs  de 
X  et  âe  z  on  ait  Jjrdx^lz  =  o  ;  ce  qui  est  permis, 
puisqu'on  peut  toujours  placer  f  origine  des  coordon- 
nées au  point  ou  commence  le  solide  cherché,  et 
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feire^  por  oowé^pj»^^  qœ  ^  et  /  a^syanmassenft  en 
c^êm^  tctwp^qu»^  l'iiiij^grale  fy^<h. 

Ne^  $uppo€ieroi9i&  en  autre  >  conformément  à  ce  qui 
«  été  dit  n'^  34]»  livitçUl,  que  dans  l'inteafvallaeDcxkpcis 
eutre  les  UmUes  x  j^pq  et  xss^ij  z«5;o  et  ja  ?=;:  è,  Foi^ 
^oxkUÂex  reste  tou^^MArs  de  même  signe  ^  de  manière 
que  le  sQlide  qu'où  veu-t  cuber  soit  com[»-î&  tout  eitr 
lier  du  même  coté,  du  plan  des  xy;  à\\  en  était  «u^ 
trement^  il  fMidralt  chercliçr  suceessirefiieiit  ]e$  di^ 
fiéreutea  parties  du  solide^  sLtuées  soit  au*deseus^  soit 
au-dessous  du  plan  des  xy^  etTeU^aacher  la  somoie  de 
eellea  qui  soht  comprises  dans  un  sens  de  la  somme 
de  celles  qui  sont  comprises  dans  lautre^ 

Ëufin^  UQus  supposeronjs  que  dans  rinteryallecon»- 
pris  entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale,  la  cour- 
bure de  la  sui^&ice  n'éprouve  aucune  y^rîatiou  de 
nature  4  rendre  infini  l'ua  des  coe0]ciqu3  difiereu^ 

tiels—    ^      ^    etc 

Cala  posé 5  divisons  en  n  parties  égales  ru9  des 
<;6tés  de  la  base  du  solide  q^^  tioua  voulons  évalua; 
jioit  fip'lHxne  de  ceâ  parties ,  en  sorte  qu^o»  ait  d  =^  n^. 
Si  Ton  mène  par  chacun  des  points  de  divi^îop ,  d^ 
plans  parallèles  à  celui  des  q£J^  on  pourra  regarderie 
solide  cherché  comine  étant  1^^^  me  de  tpus  les  pe- 
tits solides  curvilignes  dont  la  b^e  est  ca'a.  Divisons 
de  même  le  côté  a  en  m  parties  égales,  soil«==w^; 
par  chacun  des  points  de  division  menons,  des  plans 
parallèles  à  celui  des  j^z  :  il  est  évident  qu'on  pourra 
considérer  le  solide  représenté  par  l'intégrale  fjdxdz 
comme  étant  la  somme  de  tous  les  petits  parallélépi- 

8.. 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  commane  est  moà\  et 
dont  les  hauteurs  sont  lesyaleurs  que  prendra z lors«- 
qu'on  y  fera  simultanément  z=:o  et  a:=:o,  x^=:cù  , 
or s=s2^y  ors 3â»,  etc.^  jusqu'à  ;r£=(/?i— i)û^;  puis 
«  =  â)',  et  de  mêmexssOy  a:  =  «,  xs=:  ^m^  etc., 
jusqua  ar  =  (m — i)ai,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
zs=(n  —  \)u/  et  x=:o^  jcrsû»,  etc.;  c'est-à-dire 
^ue  comme  nous  avons  supposé  ^  =  F(ar,  2),  si  Ton 
désigne  généralement  par  Yi^i,,  ce  que  devient  y 
lorsqu'on  fait  simultanément  x^s^it»  ^  z  =  iasf^  les 
valeurs  successives  de  j^  seront 

To.o=F(o,  0),  Y.,o=F(^,o),...  Y^„o=F[(Fii.-i>,  oj, 
Yo,,  ==F(o,^'),  Y,„  =  F(^,  •'),...  Y„.»,.=F[(m-.i>,  •'], 
Yo,a  =F(o,20,  Y.,.t=F(#,2V),...  Y— ..•=F[(m—i>,2*'], 


Y."7.Li  =F[(2^,(n-i>T. .  .Y«...,..=F(m-i)^,(n-.iy]. 

La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à* 
®û)'Yo^  o ,  celle  du  second  à  û)û)'Y,^  o  y  ç*  ainsi  de  suite  ; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides ,  ou 
pour   la  première  valeur  approchée  de  l'intégrale 
cherchée  : 

/jr/xt/z=W(Y..^.Y..o   4-Y.,o 4-Y«^.,0 

4-«^'(Yo,ÎPhY.,.    +Y.,. 4-Y«^..0 

+û)û)XY,,.    +Y,,.   +Y.,« 4-Y«_.,.) 

+cwa)'(Yo,  .-..+Y,,  .^i-f-Y.,  ,^,  • .  .-fY««.,, ._.). 

On  peut  encore ,  en  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  le  cube 
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wepréaenié  parjydûodz,  regarder  ce  cabe  coimkie  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commune  est  a>cû%  et  dont  la  hauteur  est 
la  yaleui*  que  prencj^z  lorsquW  y  suppose  simultané* 
ment  zzszno»  et  ar  =  /noi ,  0:=: (m  — - i)û),  etc. ,  jus- 
qu'à ^=3  0),  et  ainsi  de  suite ^  en  remontant  jusqu'à 
z=û>'et  xz=:ma>f  a^s=(TO— i)â)...  xssst».  On 
trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l'intégrale 
cherchée;  la  première  représentait  la  somme  des  pe^ 
tits  parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu'on  veut  éva-> 
Iner ,  la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipèdes 
qui  y  sont  circonscrits.  JËn  prenant  donc  la  demi-f 
somme  de  ces  deuii  expressions  ^  et  en  observant  que 
Ton, a  de  Ja. même  manière^  en  ne  considérant  que 
les  deux  tranche^  extrêmes  du  solide , 

•#  (Yo^o'T"  *i,o  +  *«,o***"T"  *^m— 1,0) 
V=dttf  (516,0+ *  1,0+  *ft^o...+ JL|ii_«,,o  +  i*m,o)> 

«w'(Y,,,+Y»,»  +  Ts.ii-..+ Yiii,«) 
==  •-''(fY„„+  Y...  +  Y.,,. ..+  Y„.,,  n+  iY«.„) , 

on  trouvera  pour  Texpression  de  fjrdxdz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente 

-+û»a>'.QY,,.+Y,,,+Y.,,..-+Y„«,,,-f-iY„,.) , 
+^-G^o..H-Y.,.H-Y^....4-Y_,.+Y,,.) 
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Gstle  formiile  repuésealera  d'atitsmt  plitô  exuùbe* 
vmA  la  Yileui"  de  l'intégrale  fjdxdz  ^  cpe  le  nomisw 
des  parties  dans  lesquelles  cm  aura  divisé  4t^  h  sem 
pins  coosidérabte^  puisque  est  é^dent  qa'en  miiki*- 
plsant  lé  nombre  des  parallélépîpèdes  ëVémenlaïres 
koT  somme  approchera  daT^ntage  d«i  solide  cfaercbé» 
On  a  donc  ainsi  un  moyen  de  calculer  l'intégrale 
f'jrdxdz.mec  toute  la  précision  qu'on  pourm  désirer; 
on  pourrait  d'ailleurs  déterminer  analjtiquement  ja 
conre<^tion  qu^on  doit  appliquer  à  la  formule  pré* 
eédente,  pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  Ym* 
t^grale  qu'elle  représente;  mais  comme  cette  formule 
de  correction  serait  très  compliquée  ^  et  qu'on  «en  le^ 
rait  bien  rarement  i»age  dans  la  pratique  ^  noustie 
nous  y  arrêterons  pas  ici. 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formule^ 

^^   J  o       J  o 

où  les  doubles  intégrales  cloîvent  être  prises  depuis  ^i 
et  ^'  égaux  à  zéro  ^  jusqu'à  ^  et  ^'  égaux:  à  27r. 
Si  ï'on  suppose 

.A  trs  -^  jT^  '^  y  ^*^  Rt:os  i^-cod'^^dfd^' , 

\B  ^=3x  -^  Z'^'  /^  ^"^  Ksiu  t*^  sin  f ^Vfdlp' , 

C  =  -4^  n^"  r^""  IVsin/<pcosi'<pW<prf(J)',^ 

B  =^r^*  r*^  Rcosl(^smïyrf^^ 
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Les  intégrales  étant  prises,  dans  les  mêmes  limit^ 
iqueles  précédent esy  il  estclair  qu'on  aura  K|  l'^ssA-f-B 
et  K\/  =  C  —  D  ;  on  aura  psir  aHiséi{teent  les  Taleuns 
de  K|/  et  de  K'j^i',  dès  qu'on  connaîtra  celles  dé  A^  B, 
C  et  D.  Oceupoos^uetis  à<mc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

Commençons  par  la  première.  Si  l'on  veut  com- 
parer son  lexpressio^  i  celle  de  Tintégiraie  générale 
fjrdxdz ,  il  faudra  supposer  ^  =  a: ,  ^'  =  2  et 
jr  sss.  F(x ,  js  )  sas  R  cos  if  cos  f^* ,  Les  intégrales  reia*- 
tives  à  f  et  f  '  devant  êti-e  prises  depuis  f  ^s  o  jusqu'à 
tp  =  rfTf  et  depuis  ^'  ==  o  jusqu'à  f  '  =  ^^r ,  si  l'on 
Buppol^  lacirtonférence  entière  divisée  en  m  parties 

égales,   qu'on  substitue  successivement  f  =  —  , 

Ç  =  2  .  — ^  ,  f  =  5  .  —,  etc.,  à  la  place  de  (p  dans 
R  ;  qu'on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  h 
parties  égales,  qu'on  fasse  successivement  f  '  =  — , 

f'=i2.  —,  ç'=r5.  — ,  etc.,  dansR,  et  qu'on  désigne 

en  général  par  R;^,x'  la'valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à  la  supposition  que  l'on  a  simultanément 

4>s55^  .  — «tip'sBA' •  —  ,   d'après  les  notations 

précédemment  adoptées ,  on  aura  généralement 

T., .'  =  R.,  y  cos  {iK  ^)  cos  (i' V  ^) 


La  formula  ^A),  en  y  supposant  o)  =r=  —  et 


m  / 
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â>'  =  -^  ,  et  en  faisant  pour  abréger  a=  /  —  et 

it'z=zi*  -^ ,  donnera  donc  ainsi  : 

"*"  ^  •*^' *'•  G^o,.  co«  o+R,^,  cof*4-R,,,co5îi*. . .+  ÎR^^.  co.  m*) 
"'"S^  •^'**^-  Qï^o,iCo*o+R,,,co»«+R^,cofa*...-^i  R^^^cos  m*) 

Pour  faire  usage  de  cette  formule^  on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  R^^^  I^i^o»  ^tc.^  en- 
suite on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

P'  =  -R„  ^  coÉ o 4-R,  ^  C08  «-+•  R.  „  cos  a*. . .+  -  R    ^ cos  rrut, 

O  2       0>0  X,  O  '  9, 0  «I        111,0  ' 

P'  =  -  R^    coso  4- R,    co»  «  +  R  .  C08  a*.  ..-+•-  R    .  co»  m«, 
»      a    o»x  1,1  a,i  a    **»* 

P   =-R^    co»o-+-R.  .co»«  +  R      cofa«...4--R       coshia; 
a    "i**  •»"  *»"  a    '"i" 

et  Ton  aura  enfin  cette  ^«[pression  très  simple , 

A=  —  Y-  P'  co»  o  -f-  P'  cos  *'-♦-  P'co»  a*'.  .  -f--  P'  co»  n<t\    (B) 
mn  \ao  «  »  a»  •' 

En  changeant  dans  les  expressions  de  F,,  F,  ,  etc. , 
et  dans  celle  de  A  les  cosinus  en  sinus  ^  on  aura  la 
valeur  de  l'intégrale  que  nous  avons  représentée 
par  B ,  et  Ton  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C  etD. 

Si  Ton  nomine  F  le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R ,  on  aura 
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Ce  terme  répond  k  la  supposition  de  i=so  et  f=o , 
ce  qui  donne  a^so  et'sszo.  On  aura  donc  pour  la 
valeur  de  cette  intégrale 

'  En  faisant,  pour  abréger, 

P»  ==  -  Ro,«  -f-  Ri^  -+-  R»,«  •  •  "^  â  ^"»"* 

La  valeur  de  F  ainsi  calculée  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  équations  différentielles  qui  dé- 
terminent la  partie  séculaire  de  la  variation  des  élé* 
mens  des  orbites  planétaires. 

On  voit  donc  qu'il  sera  toujours  facile  de  déter^ 
miner  par  une  suite  d'opérations  très  simples  les 
coefBciens  de  l'un  quelconque  des  termes  du  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice,  du  moment 
que  l'on  aura  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
avons  désignée^  par  Ro,o 9  ^,tf  etc. 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités. 

Or,  R  étant  la  fonction  qui  représente  l'action  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m  et  m^,  on  a 

V(^  —  ^)'+  tr'— jr)*+  {z'-  z)^  f"'         / 
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Comme  la  partie  '  ■    —7 -,- — =•  est 

commune  aux  deux  plauètes*,  et  qu^cUe  est  oMe  «^m 
entraîne  les  plus  longs  calculs  ^  il  sera  bon  de  la  cal« 
culer  séparément ,  et  de  diviser  am^i  la  fonction  tl  en 
deux  parties.  En  n'ayant  égard  qu  a  la  première  ^  et 
nommant  f  la  distance  des  deu:x  planètes  ^  on  aura 

mm»* 

R=  —  ^  et  par  le  n®  i  ,  ^ 

f*  sFc  r'  +  r'*  —  àrr' oos*  i  7  c<K  (/ —  p) 
—  arr'  sin*  {  y  cos  ((^'  +  ^)  ; 

r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  m' dans 
leurs  orbites  elliptiques^  (^el  i^'  les  longitudes  vraies 
comptées  de  ia  commiine  interseotion  de  ces  or- 
bites*. 

Nous  avons  nominé  préoédemment  p  ^t  ç'IesMkO- 
malies  moyennes  de  m  et  àt  m'^  ^t  nous  avons  cboî^ 
cesdeux  vaiiabtes  pour  lesabsciasesclu  solide  parabo- 
lique dont  ¥{f,  ^^  reppéseotaiit  Tordonnée.  Si  foo 
su^K>se  dooc  qu'on  rem{Jace  4ans  l'eicpressioa  pré* 
cédente  r»  r\  s^ ^  s^^  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  anomaHâs  moyennes  des  deux  planètes,  oin  aum 

m' 

F  (^,  (p*)  =  -7- — ;r ,  et  il  faudra  cotnmeniîer  pair  eat 

n^>  ^;  "^ 

culer  les  diverses  valeurs  de  f  (^,  ^')  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  successives  qu'on  peut  donner  à 
^  et  à  9'. 

Pour  cela,  on  calculera  d'abord  les  valeurs  du 
rayon  vecteur  r  et  de  la  longitude  v  de  la  planète  m 
correspondantes  nux^aleucs  successives  de  rcmomalie 
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moyenne p:s=iX> y  ^ss  — ,  ^s=:i  — ,  etc.;  on  cal- 
culera de  même  les  valeurs  de  r^  et  de  </  cor- 
respondantes  aux  valeurs  de  l'anomalie  moyenn^ 

ç'=o^   ^'=3  — ,  <p'  rsr  3  — ,  etc. ,  et  l'on  formera 

un  tableau  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en- 
tre eux  les  résultats  de  «  tableau ,  de  manière  à  for- 
mer les  valeurs  de  chacune  des  quantités  re^sentées 

généralement  par  /  Ta  —  ,  A'  —\  A  «t  A'  pouvant 

prendre  toutes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première,  entre  o  et  m,  et  pour  la  seconde,  entre 
0  et  n.  Ces  combitiaisou$  seront  au  nombre  de  m'xn, 
ainsi  4}ue  l6&  quantités  à  lbrmer>  €es  valeursirakidées, 

on  en  déduira  généralement  JRx,*f  =  -7 r  f  ©* 

les  formvlet  (fi)  et  {€)  «kumepont  «uuite  ks  va** 
Wars  des  ivtégraks  cherchées.  • 

Tpout  ce  qui  précède  s'appjiqoerait  de  méoie  évi-* 
^mmeot  an  calcul  de  Intégrale  jydfiép',  résultant 
4e  k  4cux)ièm«  partie  de  la  ibnction  K  :  on  observera 
mdementque  cette  fnrtieiK  prôdusavit  aucun  t^rme 
constant  dans  le  développement  de  R,  la  valeur  de  F 
n  en  sera  pas  altérée. 

26.  Lorsqu'on  aura  efiTectué,  par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  Bm  sérit  d» 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ^  et  de  (p',  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d'en  déduire  le  dévéloppemefnt 
de  K  en  fooittion  des  lot^fcudes  inojennes  nt  +  ê  *el 
n'i-^  6^,  de  m  et  de  m\  c'est-à-dire  ^sous  k  forme  oà 
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oette  quantité  est  ordinairement  employée  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires»  En  efiet  ^  (p 
et  (p'  étamt  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
ut  m',  on  aura 

^  =  /i^  +  6  —  ù9    et    ^'=n'iH-^ — c}\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  R,  et  en  faisant 

R  =  mT  sîn  {i'n't-^înt  +  i'^^U) 
-f-mT'cos(iV/  — m^H-iV  — Kj, 

on  aura 
mT  =  K,.,'  sin  (z^'  -^  ià»)  —  K  V  cos  (U'  —  ia% 
w'P'=  K|,|'  cos(iW  ^  m)  4-  K'i/  sin  (iV  —  w). 

On  pourrait  encore  ^  à  la  place  de  cp  et  de  ^^,  em-< 
ployi^r  toute  autre  variable  que  Ton  voudra  pour  le 
calcul  des  coelfficiens  du  développement  de  R,  il  suf» 
fira  de  substituer  à  la  place  de  ^  et  de  ^'^  dans  les 
expressions  de  K|^i^  et  K'i/,  leurs  valeurs  en  fonction  de 
ces  nouvelles  variables*  Par  exemple^  si  l'on  veut 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u  et  vt^  d'a« 
près  les  formules  du  mouvement  elliptique^  on 
aura 

^  =  a  — i  e  sin  i^y       ^'  =  tt'  —  e'  sin  li  ; 

d'où  Fon  tire 

d^  =  du(i  —  6  cos  u),    d^'  ==  di/{i  —  e'  cos  w'). 

Les  angles  ueXtl  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  limites 
que  les  angles  p  e\^\  on  aura  donc 
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El,/=  —  f  ^     j       Rco«[i(tt«>«tiDu)w'(u'-e'fini/)](i-ecof  tt}(i.e'cotuO<2iM'«% 
r./s  ^  /*     /    ^'R«inp(«-c»ïntt)-f'(ii'Vttni*')](i-acoiiiX»-^cM«'M««i«'5 

et  pour  le  cas  où  Ton  a  i=:o,  i^sso, 

F=—  /     /      R(f— eco6M)  (i—- e'costt')^i/u^ 

On  réduira  les  coefficiens  de  R^  sous  le  signe  intë^ 
graly  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissanœs  de  e 
et  de  é^  et  Ton  effectuera  ensuite  les  intégrations  re- 
latives ku%\ku!. 

Pour  cela,  il  faut  supposer  R  exprimé  en  fonction 
des  anomalies  excentriques  u  et  vl^  en  développant 
ensuite  R  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

R=:2A|,i/C0s(iu — iV)+2B|ysin(iM— iV), 

i  et  i  étant  des  nombres  entiers  positif  ,  négatifs  ou 
zéro;  on  aura  généralement 

B|  i'  =  —,  r*'f  R  sin  (m  —  i'u!)  djudi/, 
et  en  particulier,  ,  V 

II  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  des  valeurs  de  K.|^ 
^^  ^V^^  pourront  s'exprimer  au  moyen  des  quantités 
Au  ^t  B^^f  supposées  calculées  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  i  et  de  i',  et  sans  q[u  il  soit  bescMJi  de  nou- 
velles intégrations.  Quant  à  ces  dernières  quauritës , 
,ou  les  calculera  par  la  méthode  exposée  plus  haut 
pour  les  intégrales  doubles ,  après  qu'on  aura  exprimé 
les  variables  qoi  entrent  dans  VexffFessMn  de  R  en 
fonction  des  anomalies  excentriques  u  et  u'.  Mais, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  eatralne- 
raît  dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente,  et 
encore  bc  donnerait-elle  que  les  valeurs  des  coefll- 
cîens^Ei  /  et  K\/  exprimés  en  séries  ordonnées^  par 
rapport  aux  excentricités  et  à  l*încKnaîson  mutttelle 
des  orbites  de  m  et  de  m'y  comme  on  les  obtient  par 
les  méthodes  ordinaires. 

Cependant  l'expression  de  la  fonction  R  en  sene 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u  et  àe  i/, 
jouit  d  une  propriété  particulière  très  remarquable , 
c  est  <(|u  on  peut  en  déduire  immédiatement  les  valeurs 
des  intégrales  fctK,  fdtfd'Rf  et  des  autres  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  fRdt  qui  entrent 
dans  les  expressions  des  variations  des  élémens  de 
l'orbite  de  m,  développées  en  séries  sepiblables, 
sans  être  obligé  de  substituer  les  valeurs  de  u  et  u' 
en  fonction  du  temps  t  avant  les  intégrations.  En 
effet,  soit 

/dK=l.\'i/  cos  (iu—  i'u!)  H-  2B'|,|'  sin  (m  -^.  ftJ), 

et  supposons,  oomme  précédemment , 

R«2 Ai./  cps  (m  —  îV)  +  2B|.i'  sio  {iu  -^  «V).   {c) 

Si  Poî^  différentîe  par  rapport  à  u  cette  dernière 
aqaatiott,  qu'on  différentîe,  par  rapport  aux  varia- 
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blés  u>  «t  u'y  l»]MPemîère,  et^'ensoite  on  compoM 
âéparooient,  dans  ks  équations  résultantes^  Les  btv*^ 
BMS.  affectes  de  sinus  et  de  co^tius  des  multiple&  de  » 
et  ££%  en  observant  qu'on  a 

I  -^  e  cos  II  t—  e  cos  w   ' 

on  trouvera  les  deux  équations  suivantes  : 

Considérons  d'abord  la  première.  Si  Ton  multiplie 
les  deux  membres  par  (1—6  cos  a)  Çi  —  e'  côs  w')^ 
on  aura 

+ me^îfji'i/  fiiu  (m  —  x"»')  cos  u,    •  J 

Mais  on  a  identiquement 

ïA'i, /  sin  (iu  —  Ti/) cos u= ^2 A'i,/  sin  [(t  + 1)11  —  l'ii'] 

et  de  même 

XAi,/  sin  {iu — iu')  cos  «'  =  iz  (Ai/..  +  Aj/^,)  sin  (in — l'i/') , 
Xi/i/«m(Mi— iV)€oaii' «  i2(AV^,  ^  A^>^^.)sin  ('«— *V). 

L'équation  (6),  en  y  substituant  ces  valeurs^  el  on 
comparant  ks  termes  semblables  dans  lés  deux  mom^ 
bres^  donnera  ainsi  ; 

{m-rn')A^/-iiW(AV-.+A^/^.0+i*Ve(A'u./+AV,,ifi 
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et  en  opérant  de  la  même  manière  rar  la  seconde 
dés  équations  (d),  on  aurait  entre  hs  quantités 
BV^  B'i,/-o  etc.,  B,/,  B,,i'^„  etc.,  une  équa- 
tion  semblable. 

n  sera  facile,  ?iu  moyen  de  ces  équations,  de  dé- 
terminer la  valeur  des  coefficiens  A'|,|',  B'i^i',  lorsque 
celle  des  coefficiens  A,/,  B,,/,  du  développement  de 
R  en  série  sera  connue,  quel  que  soit  le  procédé 
qu'on  ait  suivi  pour  l'obtenir.  En  effet ,  supposons 
qu'en  (Ordonnant  par  rapport  aux  puissance^  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  meral^e  de  l'é- 
quation (g) ,  on  ait 

JKO^  pco^  p(0^  etc.,  étant  des  quantités  connues,  dont  la 
première  est  indépendaqte  des  excentricités  ,  la  se- 
conde est  un  binôme  dont  les  deux  termes  ont  pour 
facteur  e  ou  e\  la  troirfème  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a  pour  facteur  l'une  des  trois  quantités  e*,  eef, 
e'*,  et  ainsi  de  suite. 
Soit  de  même 

oùQ  .;,  Q.  y  9  etc.,  sont  des  inconnues  qu'on  supposera 

tardonnées  par  rapport  à  e  et  à  ef,  de  la  même  ma- 
nière que  les  quantités  connues  P^*^;  F'^,  P^»^,  etc*  En 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (h),  et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  aura 
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Xin  —  /-H.') Q^'5  =  inPC)  +  -  ine' (ç^'^      -f-  Qf«5    "N 

tm  —  t'i«')Q<»*  =  inPCO  +  i  m*/  ((^'^      4.  Q«    \ 

'  etc. 

La  première  de  ces  équations  donnera  immédiate- 
ment le  premier  terme  du  développement  de  A'jy,  et 
l'on  en  déduira  sucœssivement  autant  de  termes  de 
cette  série  qu'on  voudra^  au  moyen  des  équations 
vivantes.  On  obtiendra  de  la  même  manière  la  va- 
leur en  série  du  coefficient  B'^,/.  La  valeur  de  l'intér 
jgrale  fd!Y^  étant  ainsi  complètement  déterminée^  on 
en  déduira  celle  de  l'intégrale /cfe/î/'R,  en  substituant, 
dans, l'équation  (c),Jd'R  a  la  place  de  R,  On  pour^ 
rait  étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
aux  intégrales  plus  générales  fRdt,/p\,dt^,  et  l'on 
en  déduirait^  par  la  difierentiation ,  les  différences 
|>artielles  defRdt,  par  rapport  aux  élémens  de  l'or- 
bhe  de  m,  qiii  entrent  dans  les  formules  qui  déter- 
minent leurs  variations.  On  aurait  donc  ainsi  les 
ivariations  finies  de  ces  élémens^  sans  être  obligé^ 
|)qur  efiE^ctuer  les  intégrations,  de  réduire  la fonc- 
jtion.  perturbatrice  à  ne  renfermer  explicitement 
qu'une  ;  seule  variable  fumais  cet  avantage  paraîtra 
bifîn  fs^iUe,  si  l'oR  observe  :q^e  les  éjlémens  de  l'or 7 
Tome  III.  '  9 
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bite  troublée  se  trouveroat  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  u  et  u\  et  qu'il 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co« 
sinus  des  multiples  de&  longitudes  moyennes  nt'+'i, 
nft  -f-  é'.  Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
R,  fRdt^  etc.  y  ne  uouÈ  parait  donc  qu'un  point 
curiétil  d'analyse;  elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  Dpératibili  besmcoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires,  et  nous  ne  l'avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
itteYiVion,  ^t  tfa^  ÈiOuS  àettiblkit  titile  d'eu  i$igti^krl«s 
îîicéiiteûteti*. 

Au  i^ste,  te  qtte  Yrcït»  âVôûô  tfit  ^écédeWiMttt 
suffira,  dans  tous  leis  tàs>  pour  obtètiir  d'une  tta^ 
îiière  très  appl'ochée  les  valeurs  des  c6ief8ciens  de 
ia  ^érie  qui  résulte  du  •développement  de  la  (bndtioti 
^rturbatrice ,  toutes  les  fois  que  t  et  /ne  serÀnt  pas 
^e  ttf'op  grands  ftombrès;  car  on  voit,  d'après  les  va*- 
ïéntè  de  t'o,  F, ,  P'*,  etc.  (ti*  !î5),  qu'on  ^vsL  oMigé 
^  resserrer  de  pluè  en  plus  les  ôrdotitiées  du  Cubè-pa^ 
VàttoKque  à  "niesure  (Ju'ou  cOnâdëfera  des  inégaKtés 
idé^ïeudantes  de  multiples  plts  élevés  des  anomnlies 
îhxijrennès  des  deu:x  |^auètes,  pout*  qàe  léis  ternies 
iiattïi  ces  qtiarrtités^e  Côtnposent  tie  cfaabgeirtpa^  tî*dp 
tONitent  de  signe ,  ce  qtii  nuîtart  à  feur  exactitude, 
il  pourra  âottt  arriver  qtïe  lefs  (ràl'culs  d'evietment 
titfpbssiUes  par  leur  multiplicité,  et  l'on  sera  olAîgé 
idors  detetlbhcëv au*x avântagesqu'offre,*sfôiis<l*autres 
irappôrts,  i'emrploi  de  celîté  métbode.  Mais  nous 
reviendrons  sût  cet  6bjet  lot^tre  n6us  *Mtis  W- 
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cuperons  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques  des  inégalités  planétaires ,  cette  di- 
gression nous  ayant  déjà  écarté  trop  long  -  temps 
du  sujet  prindpâl  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
ment. 
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CHAPITRE   HL 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

27 .  Nous  avons  divisé,  dans  le  livre  II ,  les  inégalités 
des  planètes  qui  réstiltenjt  de  leur  action  réciproque , 
en  deux  espèces  distinctes,  les  unes  séculaires ^  les 
autres  périodiques.  Dans  le  chapitre  VIII  du  même 
livre ,  nous  lavons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières, et  dans  le  chapitre  IX ,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indé|>endantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  et  celles  qui  dépendent  de 
leurs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  id 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d'une  puissance  quelconque  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y  a  deux  élémens 
à  considérer,  le  coefficient  et  largument  ;  le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l'inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fonction  perturbatrice /qui  dépiendent' du  carre  et  des' 
puissai3qes>suf)ërieurés  dés  excentricités  iet  des:  iacU^- 
naisons^iétant  en  général  inserisiUesi^  ils.  ne. peuvent^ 
produire' d^né|i[alité  considérable  dansMe)mouvemeat' 
d'une  planète ,  que  par  les  petits  diviseurs, que.  l'inté^r 
gratiod  leur  fait  accpiérir/n*"  69,:  Hyrerll;  Là  gran-f) 
déur  de  chaque  inégalité  4)épend  donc  noi>senlement^ 
de  l'ordre  de  termes  auxquels  elle  appartient/  maia- 
encoire  des  modifications. que  les  termes  de  la  fonc-: 
tion  perturbatrice  auxquels  elle  corr^ppndy  subis-- 
sent  dans  les. équations  différentielles  du  mouvement 
troublé»^  ....     .: 

Si  le  coefficient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe: sinus  ou  cosinus  a  une  valeur- considérable  , 
l'argument  prendra  des ^  accroissem^is. rapides ,  la 
période  de  l'inégalité  -  sei'a  courte,  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  Tordre  auquel  elle  appar-^ 
tient,  relativement <  aux  excentricilés  et:  aux  incli*? 
naisons'dès  orbites.  Dans  la  théorie  dès  planètes 
principales,  on  ne  porte  ordinairement  l'approxima- 
tion,  relativement  à  ces  inégalités,  que  jusqu'aux 
termes  qui  sont  du  premier  ordre  par.  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  dépendent  de  la  première  puisr 
sance  des  niasses  perturbatrices..  Cette  approximation 
suffit;  et  d'ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  .sq 
manifestent  promptement  aux  regards  de  l'observa-, 
teur,  il  n'est  pas  à  craindre  que  la  théorie  puis9€( 
en  onrettre  aucune  susceptible  de  devenir  considé- 
rable. 

Si  au  contraire  le.  coefficient  du  temps  sous   le 
signe  SNius  ou  cosinus  est  une  très  petite  quantifté|. 
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IWgument  croit  alors  avec  une  grande  kmtowr^  lar 
période  de  rmégalité  est  très  longue,  et  pendant 
long  •»  temps  on  peut  regarder  ses  siccuoisseineBf 
ckinoosie  proportiomielfl  au  temps.  €é  n*est  donc  <pie 
par  la  oompooraison  d'obseryations  très  éloignées  que 
de  pareilles  inégalités  peuvent  derenir  sensibles  ;|  et 
elkes  oûky  comme  on  voi<,  tous  les  caraeièrts  de 
véritables  inégalités  séculaires.  On  les  ë  noinmée^ 
inégalités  à  kmgue  période ^  et  leur  f  béorie  est  âHavsh 
tant  plus  importante  dans  Texpositicni  analjtique  du 
système  dn  monde  ^  qu'après  avoir  été  regardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  la 
pesanteur  universelle,  ellce  en  sont  devenues  une 
des  preuves  les  pins  oonvaincaates  depuis  qu'on  en  a 
reconnu  les  y értlables^  causes^ 

'C*est  k  Lapidée  qu'on  doit  cette  découverte^  Les.  ob^ 
servations  anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  dans  celui  de  Saturne 
deux  grandes  inégalités  qu'on  avait  dn  vain  cfaercké 
a  expliquer  par  la  théorie ,  parce  qu'on  ne  siipposàil 
pas>qu'il  put  exister  dans  le  mouvement  des  planètas 
aucune  inégalité  sensible  parmi  leslermes  dépendans 
des  puissances  des  excentricités  supérieures  a  la  fH'e^ 
mière.  Ces  inégalités  sont  affectées  de  signea  con-* 
traîres,  en  sorte  que  si,  par  leur  efiët,  le  mojen 
mouvement  de  Jupiter  parait  s'accélérer ,  le  moyen 
mouvement  de  Saturne ,  au  contraire,  parait  être  re-^ 
tardé,  et  vice  versât  Enfin,  Laplace  remarqua  en-* 
core  que  l'accélérai  ion  du  moyen  mouvement  de  la 
première  de  ces  planètes,  déterminé  parHalley,  était 
an  ralentissement  du  moyen  mouvement  de  la  seconde^ 
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p9t  la  mdtijp  esirée  de  «on  deniûgrand  lae^  est  à  Ip 
osasse cle Jupiter  moltipHée  de  mêsM  parla  racine  car^ 
r^e  de  la  m<ntî«  (Hk  grand  aw  d&  sonorlttte*  Ces  diverses 
relations  nQrUGfAh^  qa'îodiqpe  V  théorie  eatre  les  inë^ 
fjlJites  à  loA^e  peHode  de  4etMX  planèle|s  réagissant 
Vuotç  Blir  :lWti%>  CmnmfidVdllfiirS'  les  moyem  ii9pu'-< 
vcaoeos  ne  peiiTenl  être  aotiinia  à  aucune  indgslité 
iiidépeiidante  de  leur  oosiQgnsàtion  niiitiu}le,  Lapèuie 
ne  donta  plus  4^19  lep  iaiéjjalîtés  dont  il  s'agit  ne  rë-<« 
sult^ssent  de  l'action  nécipnoffuib  de  Jupiter  et  de  Sfa^ 
turoe  j  et  que  ces  inégalités  ^  rangiéss  parmi  etUés  <pi^ 
i'<n>  arriatt  i?eganlses  jusque^^là  cename  inappréçiabfes^ 
ne  devf nfisent  lenstiiL^  par  l'effet  de  Quelque  ctrcôns^ 
tance  paitidiIièK.  En  effet,  les  mpjens  mouveq^ens 
de  CCS  dèiix  planètes  apfwodiaiit  beauçovp  d^étra 
eompMnsarableSy  en  aonte  qud  «inq  fois  le  TBOfBtk 
mooy/eiqent  de  Jupiter,  moins  deux  fois  eôloi  de  <Sa^ 
tnrne,  est  «ne  ires  petite  quantité ,  l-iiiëgalité  à  iétt^ 
gne  période  qiii  dépend  de  :oet  argument  peut  deve^ 
mr  considérable  en  acquérant  cette  piéti|Ce  qtiantité 
pour  dÎTtseDr,  quoiqu'elle  soit  àii  moms.dn  ttqisi^nse 
eord^e  ipar  fapppii  aux  exeântridiéi  et  anx  melinaîU 
sons*  Le  cakut  confirma  {deinement  oQtteooBJeolfirai 
et  c'est  ainsi  que  cette  découyerte ,  Vuàe  des  pliii 
belles  de  rÂstfonocnie  physique  ,^  résulta  d  unie  'siàite 
de  considérations  fondées  e«r  la  tbéevie^  sans  que  ié 
l^eard^  quelquefois  si  &T)oriâi>le  même  aux  géomè9i> 
tcê^  9  j  aîjt  eu  aucune  pari* 

Il  el)  «at  de  fnçnsc  de  Aoutes  les  inégalités  de  l'cspèee 
de  telles  que  nous  a^ons  nommées  inéjgialUés  à  A»^ 
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gues  périodes;  eUes  seront  d'autant  plus  sensibles^ 
que  les  moyens  niouvemens  des  deux  planètes  qui 
reagissent  l'une  sur  l'autre,  approcheront  dayantage 
d'être  commensurables;  et  l'on  voit  que  plus  elles 
croîtront  ayeclenteur^  plus ,  toutes  choses  égales  d'ail-- 
leurs,  elles  pourront  devenir  considérable*  Pâraii  ces 
inégalités  y  les  plus  importantes  sont  celles  de  lupiter 
et;de .Saturne,  à  cause  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi^ 
ciens  ;  et  y  par  cette  raison ,  on  a  été  forcé  de  pprt^ 
dans  leur  calcul  l'approxîûiaiioii  jusqu^ux  cinquièmes 
puissances  des  excantricités  et  des  inclinaisons,  et 
jusqu'aux  termes  dépendansdu  carré  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu'on  a  ainsi  obtenus  représeo^ 
teut  les  observations  avec  une  grande  précision..  Une 
inégalité  à  longue  pérîodaextste  encore  dans  le  mouve* 
snenl^de  la  planète Urânus;  une  autve^mais  beaucoup 
mjoixis  sensible,  dans  le  mouvement  de  Mercure;  en^ 
fin ,  Qnia  découvert,  dans  ces  dtimièrs  temps ,.  dans 
le  lailouvemeut  de,  la  Terre  ùùe^  inégalité  de  même 
espèce,  dont  le  coefficient  est  peu  considérable,  il  est 
vrai ,  puisqu'il  ne» s'élève  guère  qWà  deux  secondés^ 
Bd^is  que  cependant  les  observations  modernes  re»* 
4ént  sensiULe  ;  et  qui  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à  la  construction  des  ta- 
bles du  SoleiK  ^     • 

La  théorie  des  inégalités  à  longue  période  va  par- 
ticulièrement nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Nous 
dëtermioerons  celles  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude,  qui  dépendent  d'une  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
la  âiéthode  fondée  sur  l'intégration  directe  des  équa- 
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tions  différentielles  du  mouyement  troublé ,  et  ensuite 
le  procédé  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  <pie  nous  l'avons  fait  dam  le  livre  U,  nou? 
montrerons  l'accord  parfait  de  ces  deux  méthodes  ^ 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à  cha- 
cune d'elles. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres'^  en  y  substituant  les  va- 
leurs relatives  à  chaque  planète,^  Ce  grand  travai^ 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè- 
tres avant  même  Tapparition  de  là  Mécanique  cé^ 
leste;  cependant  il  n'avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  :~  de  nouvelles  inégâlftés  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque ,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont  été  signalées  dans  plusieurs  ;  résultats  de 
cet  ouvrage.  J'ai  donc  pensé  qu'il  serait  utile  dé  ré- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des' re- 
cherches de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  pour  présenter  dans  unf 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  les  plus  exacts  qu'on  ait  obtenus  jusqu'à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 

28.  Reprenons  la  fol*mule(5)  du  n^  89  du  livre  II  -* 

*'  Si  l'on  suppose,  comme  dans  le  h*  48,  r==:  ^(i-f-w), 
et  qu'on  jdbserve  que  par^  les  formulés  du  mouvement 
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elliptique  on  a  ^=/i%  on  aura 

OU,  bien 

Ea  faisant  donc,  {>oar  abréger,  . 
FsïsSm— 3w'-f-4K»— 5B*-f-6«^— 7M*^+8a'— 9««-f-elt., 
,  L'ëquation  (i)  deviendra 

^^H-«T<rr- «nVFf r—  a/^'R-^ rg=9.   (a) 

D'après  l'expression  du  rayon  vectewr,  w^  et  par 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  l'ordre  des  ex- 
çqi^tricités,  il  suffira  donc,  dans  l'équatjon  précé- 
dente ,  de  substituer  pour  S'r,  dans  les  ternies  naulti- 
plies  par  F,  la  Taleur  de  cette  quantité  résultante  dçs 
approximations  qui  précèdent  celle  que  Ton  cpnsv- 
dère»  Si  donc  on  substitue  pour  u  sa  valeur  dans  F, 
et  pour  S'r  les  valeurs  résultantes  des  premières  ap- 
proximations^ et  qu'on  fasse  ^  pour  abrégfer, 

611  pourra  regarder  P  comme  <iéveloppé  en  une  ^uite 
de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  jla  planète  troublée  et  de  1^  planète 

perturbatrice.  Soit  donc  Q^^^i^fif  -h  f)  Xy^  qwlcpn- 
tfae  deK  ftermes  de  œtte  suite  i  len  n'ayant  «gard  «^ u'a 
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€9  fcnner  f  60  aon 

et  Ton  satisfera  à  cette  équation  en  faisant 

OtE  détermitietait  de  la  même  manière  chacun  des 
termes  de  la  valeur  de  rj^r  correspondant  au  terme 
qtte  Fon  aura  considéré  dans  la  fonction  P;'et 
d'après  la  théorie  des  équations  linéaires ,  la  réunion 
de  tons  ces  termes  ibrmera  la  valeur .  complète  de 
la  quantité  rj^r. 

Cela  poséy  considérons  dans  R  un  terme  de  la 
forme  : 

m'k  cos  [i(n't  —  /i^  -f-  e'  —  é)  +  i»r  •+•  &  -f*  6}. 

Exi  observant  que  r—=  a j- ,  n*  4*  ^^  ^^^*  ^^^ 
latiTement  à  ce  terme  : 

et  si  Ton  observe  qu'en  faisant  /a  =  i,  ce  qui  revient 
à  prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m^  on  a  a^n*  =  if  il  est 
aise  de  voir  qu^il  en  résultera,  dans  la  valeur  dç. 

— r,  le  ferme  suivant  : 
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où  i  peut  prendre  toutes  les  valeurs  po»ii^e&  oa  né^ 

gatives  depuis  zéro  jusqu  a  Tinfini. 

Le  divisein»  -de  cette  expression  ëlant  la  différence 
de  deux  carrés^  peut  s'écrire  ainsi 

[i{n^-n)  +  {l^i)ri\  \i(ji'-n)^{l  ~  x)rC\  ; 

et  si  i*un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité^  l'inégalité  précédi^nte  pourra  dey,euir 
considérable. 

Dans  l'impossibilité  où  Tpn  est  de  calculer  rigou- 
reusement toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré. et  des. puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons ,  à  cause  de  leur  multiplicité ,  on 
doit  s'attacher  spéçialemient  à  celles  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l'intégration,  et  Tex- 
pression  (5)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaître à  priori. 

En  effet,  tous  les  termes  du  développement  de  R 
sont  généralement  insensibles,  lorsqu'on  passe  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des. inclinaisons, 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  ;  et  si  ces  termes 
produisent  ensuite,  dans  lexpression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante ,  cela  provient  né- 
cessairement de  ce  que  rintégration  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rables. Cette  circonstance  se  présente  toutes  les  fois 
qu'il'  existe  quelque  rapport  de  commensurabilité 
entre  les  moyens  mouvemens  de.  la  planète  troublée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 
croissent  avec  une  grande  lenteur,  puisque  le  coeffi- 
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cient  du  temps ,  àous  les  signes-  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  aflfectées,  est  supposé  une  très  petite  quan- 
tité; elles  mettent ,  ep  général^  plusieurs^sièclesà  pas* 
ser  de  leur  maximum  au  minimum  de  leurs  valeurs^ 
et,  par  cette  raison ,  on  les  a  nomméeç,  comme;  nous 

l'ayons  dit ,  inégalités  à  longue  péiiodé. ' 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  Co/nment.le3, inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables  , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puî^àncea- supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons*    .; 

Ainsi  donc,  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d'une  planète,  on  commencera  par  former  les*  trois 
quantités  /  (7^'  —  n)  +  (l  -^  1}  /i ,  /  (»'  —  n).  +./«  , 
i(n' —  '2)-|-(^+  i)'^»  ^^"^  lesquelles  Z  siéra  Texpo- 
sant  de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inçjififdr 
sons  auxquelles  on  s'est  arrêté  (n*  4)  >  ^^  ^  pourra 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  et  riégativès  pôs-^ 
sibles,  depuis  îéro  jusqu'à  l'inîinî.  Si  parrtii'ôeô' Va- 
leurs il  en  est  qui  rendent  l'une  dés  trois  quahtiiés 
précédentes  très  petite,  on'  côtisidéfefra  dans  ïl  lô 
terme  qui  leur  correspond ,  et  l'on  détertnîner'a  par 
la  formule  (5)  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  l'ex- 
pression du  xajou .vecteur;  on >éunirii  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayoïj  vf çteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument,  et  qii^bn  déterminera 
dé  îa  minière  suivante  :"" 

Î^JoiusWo'ns  supposé  ' '^  '  <".   ' 

•  '  f  ==?  —  5m  4-  5u^  —  4^5  +  5i/-r  pi^^.ju^l* 


Digitized'by 


Google 


i4:i  THÉORIE  AÏTALYTIQUE 

d^où  Ton  conclura 

F»  Jf^«-f-|eï—g<>A  «os  (nt +  ••*-»)-♦- 3c»  cos!i(«« -fi  — •) 

4.  22?  c«  C08  5t««  + 1  —  •)  +  eic). 
no 

Spii  j»amt«uaiit 
G  ços  [îinft  ^nt-hi'—  i)+gnt  +  gi  +  >iJL1 

l'an  ides  termes  de  la  valeur. de  —    dépendant    des 

puissances  des  excentricités  §t  des  incUnaisons  id'mi 
ordre  Inifém^r  k  celui  que  IW  considère  #  et  d^à  dé^ 
teraiiné  par  les  approximatipos  précédeiitea.  Enconir 
bînaiit  cette  val^r  ay ec  k  précédente  9  U  «n  n^dk 
tera  dans  la  fonction  an^.fj'r  ^m  tenxie$  de  cette 
forjD^e 

la^^H  CM{i(i/t  ^  nt  +  ^  ^  s) 

où  i  est  susceptible  de  toutes  les  Talents  poçitivfp 
et  négatives ,  en  y  comprenant  zéro  ;  et  où  l'on  doit 
supposer  successivement  y=  i,  y=s  2,  ^s=  5,  ^c. 

Si  parmi  ces  termes  on  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  à  g^  rfc  y*  =  Z,  et  où  le  coefficient  H  est  du  même 
ordre ,  par  rapport  aux  excentricités  et  a^if -  ÎHdi- 
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a«Î6okis>  qtke  l^  kùég%\ités  que  Von  v^ut  caloiler  ; 
q^t'oii  les  substitue  daus  l'aquâtiou  différentielle  ^3), 
et  qu'après  l'intégration  on  les  réunisse  aux  temies 
qui  résultent  directement  de  la  fonction  R ,  et  que 
rtôus  a^ô\is  déterminés  plus  liaiit,  otf  aura  toutes 

les  inégalités  de  —  qui   dépendit  de  l'i^uiDieiAt 

/{  rJt  -^  nt)  ^  Int,  et  qui  peuvent,  par  consé- 
quent^ devenir  sensibles  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur.  On  trOttve  ainsi 

{— -/i*:aaco»[i(n*ï  — «€  +  •'  —  •)-*.. /rte-f  ri -f-^]  )  *] 

la  caraclérîrtique  2  devant  comprendre  tous  les  ter- 
mes de  la  fonction  FJ^rqui  dépendent  de  l'argument 
in^t  +  (l-^i)  ntj  et  qui  soot  de  l'ordre  l  par  rap- 
port aux  excentricités  etâux  inclinaisons. 

En  donnant  à  f,  dans  cette  formule^  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  compris  ^ér^, 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  xayon  vecteur  dç  l'or- 
dre /  dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  de  n^t  de  l  unités. 

2g.  Déterminons  les  termes  correspondans  de  la 
valeur  de  S^sfyt^tk  a^|0arlia  forattIe(6)  du  n*"  89  du 
livre  II, 

t. = _f:!2^î k===. l_S*i_J,  ^y 

En  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  le  dénorai- 
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uateur  a/i  •— e*,  et  en  ne  considérant  d'abord  que 
Ik  partie  de  Jp  qui  dépend  de  la  fonction  R,'  on 
aura  :      ^  .  -    i 

^(;  =  _  ^afndtfd'K  —  2afr  (^)  .W?  ;     (6) 

par  conséquent,  en  vertu  du  terme 

Tjïk cos  [i{n't  —  n^  +  f'  —  €)  +  Inl  J^k'^C]-  • 
que  cette  fonction  renferme ,  on  avira 

-.       C   3(t  —  f)n/n*       ,  am'iî  €fAl     .  ^.,  ,         .   #    v  .  .     .  i  .i^ 

^  [i(/i -/i)+//«]»  [i(/i'-/î)-f-/n]      du)    ^     ,^ .  / 

i  et  Z  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  la  quantité  i{n' —  w)  -H  Zn  est  très  petite,  il  en 
résultera  dans  cTi^  une  inégalité  d'autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  l'expression  précédente?  C'est 
donc  spécialement  au  calcul  dés,  inégalités  qui  sont 
assujetties  à  cette  condition  qu'il  faut  s'attacher;  et 
elles  sont  d'autant  plus  importantes  à  considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  Eti  effet,  eu  faisant 
Ç  z^fndty  on  a  (n^  45 ,  livre  H) 

ê^i:  ^^  'iffandt.dK.^ 

En  n^ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonction  R,  qu'an  terme ;que  nous  considérons,  on 
aora 

,e,         3(i — r\m'n*         »    •    rw  /  /       v       .  .        -, 
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La  partie  de  J^i^  qui  a  pour  diyiseur  ]e  carre  de 
i  (n!^—  w)  +  ^  est  donc  celle  qui'  resuite  de  la  varia- 
tion du  moyen  mouvement  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne  nt  -j-  e.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  1  époque  ;  mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres,  on  pourra,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  S's^  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 

Considérons  maintenant  la  partie  — — -rj~- —  ^^ 

7-7-^ de  1  expression  de  &i?.  La  quantité  ~^-^ 

s'obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  coeffi«- 

cient  de  l'expression   précédente  de    — ^  par 

-^   ^  ^  ."^  ^  ■  -^  -^  y  et  en  changeant  ensuite  les  cosinus 

en  sinus»  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisserons 
sous  cette  forme. 

Quant  à  la  quantité  ^-^f  c'est  d'elle  que  résul** 

tent  dans  JV  les  termes  indépendans  de  R,  qu'on 
fcalculera    de    la    manière    suivante     :     l'équation 

r=:a(i  +  w)  donne,  en différentiant  -r^=  "^T*  ^^ 

vertu  de  la  valeur  de  u  rapportée  plus  haut^  on  aura 
donc 
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+  Te* —  I  e*  J  sin  3  (/i^  +  c — «) 

-4-|e*sîn4(n^  +  «  —  «) 

H-  etc. 

Représentons  par  h  cos /(ni -^ê  —  «)  un  terme 
quêlconqoe  de  cette  suite,  et  considérons  comme 

préc^eiYiment  dans  -r  le  terme 

GGQs[i(n'^'^/»l-f-6' i)  +  gr'«^ +  §«+>»]• 

Si  Ton  cpmbine  ce  terme  avec  ceux  dont  se  cora- 
po§ç  Texpressioft  précédente  de  ^^ ,  il  en  résultera 

dans  le  produit  — -j  .  —  une  suite  de  termes  de  cette 
^  andt     a 

forme  : 

±  i  Ksin[/(/z'^~/i^+g'-€)4-(g±/)(/i«+€)4-^], 

g  et  {  étant  susceptibles  de  toutes  l^s  valeurs  posi- 
tives et  négatives  y  y  compris  zéro,  et  le  signe  supé- 
t\éw  ayant  lieu  <{uand  /est  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  plus, 

par  l'expression  de -^^y  que /est  l'exposant  de  la 
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puissance  y  la  moins  élevée  de  Texcentricité  e  dans  la 
sçrie  que  h  représente. 

Si  daqs  la  suite  de  termes  ainsi  détermines  on 
choisit  ceux  où  Ton  a  gdbfz=zl,  et  si  on  les  réunit 
aux  termes  qui  résultent  directement  du  développe- 
ment de  fty  et  dont  l'expression  a  été  donnée  plus 
haut^  on  aura  alors  tous  les  termes  de  /i^  qui  dépen- 
dent de  Targuroent  i(n'  —  n)t+lnt^  et  que  l'inté- 
gration peut  rendre  sensibles.  On  trouvera  ainsi , 


a'*nat        a  v  * 

{  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives  y  y  compris  zéro^  /étant  le  nombre 
d'unités  dont  le  coefficient  de  n't  surpasse  on  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt,  et  le  signe  1  devant 

<|omprendre  tous  les  termes  du  produit  — ^  qui  '  cÏb- 

.pendent  de  l'argument  /(n' — n)  t-i^lnt^  et  qui  sont 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  en 
inême  ordre  que  K. 

lia  période  des  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nous  venons  de  donner  l'expression 
générale  étant  supposée  très  longue ,  les  élémens 
elliptiques  des  orbites  de  m  et  de  tn'  changeront  pen-« 
dant  cet  intervalle,  en  veliu  de  leurs  variations  sé- 
culaires; et  pour  l'exactitude  des  résultats,  il  sera  né- 
cessaire d'avoir  égard  à  ces  altérations  dans  les  for- 
mules précédentes.  Cest  à  quoi  l'on  parviendra  très 
simplement  de  la  manière  suivante  : 

lO.. 
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Nous  supposerons  aux  termes  du  développement 

de  R  qui  dépendent  de  l'argument 

i^«'<—  nt-{-6'  —  i)+lnt+U cette  forme  ; 

■+.  m'P'cos[iT»'«  —  nf +•  e'  —  g)  +  /»<  +  &]. 

En  difTérentiant  par  rapport  à  n<,  on  aura 

^nU=— !»'(»— 0«^<Pcos[/(n'<—l^^+-/—€)^-7n<^-/<] 
^m'(i—l)ndtV'sm[i(n't'-nt-^è'—e)  +  lnt+  k]. 

Si  Ton  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parties  en  y  regardant  P  et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  élémens  des  orbites  de  m  et  de  m% 
on  aura 

^      r_ açfF 3d*P   

|"~  L*^     [i («'—  n)  +  ^«]  ''^       [i(«'  —  «)  H-  /n]*-^** 

Les  quantités  -^^   -^  >  ^  f    ^*c. ,    décroissant 

avec  une  grande  rapidité,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques^  on  pourra  y  dans 
la  plupart  des  cas,  n'avoir  égard  qu'aux  deux  pre** 
miers  termes  des  séries  précédentes. 

On  aura  ensuite,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
deR, 
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;  Il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  variations  des  quan- 
tités P  et  F'  dans  ce  terme  ^  qui  est  toujours  très^ 
petit  relativement  au  précédent;  la  valeur  de  /t^ 
deviendra  ainsi 


On  obtiendrait  relativement  au  rayon  vecteur  une 
expression  semblable ,  en  introduisant  à  la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l'équation  différentielle  (i), 
et  en  l'intégrant  ensuite ,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité de  P  et  F;  mais  comme  les  termes  qui  en  ré- 
sulteraient dans  Texpression  de  —-  sont,  à  très  peu 

près,  insensibles,  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  -^ ,   ^  ^  -^  ^ 

-jz-  f  etc. ,  il  faudrait  dîfférentier  les  quantités  P  et  P'. 

par  rapport  aux  élémens  elliptiques  que  ces  quantités 
repiferment,  en  substituant  ensuite,  au  liea  des  dif- 
férences de  ,ces  élémens ,.  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps,  on  aurait  les 

expressions  àe -j^,  -^  ,  -^  ^-^ ,  elç^,  develop- 
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pëes  de  la  même  manière;  en  s'en  tenant  aux  termes 
xnultipliés  par  le  carré  du  temps  ^  Texpreseion  précép 
4ente  de  i'i^  prendra  alors  cette  forme  : 

(A  -f-B  ^4-Q»)sin[i(n'^— »^-+.€'— i)-Hi^H-'0 

et  cette  expression  pourra  s'étendre  en  général  à  pli;^ 
sieurs  siècles  y  avant  et  après  l'instant  que  l'on  aura 
choisi  pour  époque* 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 

déterminer  les  valeurs  de  ^,  ^,  ^  ,  -^ ,  de  la 

manière  suivante.  L'expression  de  P  au  bout  du 
temps  t  sera  généralement 

Cette  exfH^ssioo  y  eu  sleu  tenant  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  du  temps  ^  pourra  s'étendre  à 
mille  ou  douze  cent3  ans  avant  et  après  l'instant  que 
lV>n  a  choisi  pour  époque. 

Cela  posé  ou  calculera ,  en  ayant  égard  aux  varia- 
lions  que  subissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites  f  leç  valeurs  de  P  pour  deux  nouvelles  époque» 
distantes,  la  première  de  t\  la  seconde  de  V\  de  celle 
d'eu  l'on  compte  le  temps  U  Eb  nommant  P^  et  P^  cea 
valeurs  ^  on  aura 

P-P^.i'^4_  IL    £? 
p  —Pa. /"''*'  a.    *"    '^P 
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<l[V>ù  Ton  tim 

£L«a   ^(p>-P)-^"(Pi-P)      '    . 

On  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  de  ^ 

-.*  ^    ^*P' 
et  de  -rr-. 

Dans  la  plupart  de  ces  cas,  c'est-à-dire  lorsque 
les  inégalités  que  Ton  veut  déterminer  ne  sont  pas 
très  considéraMes,  on  peirt,  combla  nous  l'avons  dit 

plus  hftut  dâtis  iWpresêiOn  dé  f$^,  iiégliget  ^ 
et  -^j  on  aura  aIdu»  feîmpletnenl 

dt  ~  ~7~'         dt^      t^      ' 

i  dédgnattt  ici  un  intervalle  de  déilx  &  trots  siècles^ 
qui  sépare  les  époques  pour  lesqueUes  les  valeur^ 
de  P,  P.,  F  et  F,,  ont  été  calculées. 

^«  La  formule  (6)>  lorsqu'on  isiégligtl  le»  1«r'- 
mes  dépendaos  des  difféis^ftcœ  ^  et  '^ ,  doit  oôiu^ 

èrdei^  aVec  la  formule  (7).  Cest >  en  eéei,  ce 
dont  il  est  facile  de  s'assiCirer  en  dételoppâiat  cette 
dernière,  et  en  observant  que  par  la  comparaiâon 
des  deux  expressions  que  nous  avons  supposées  atbL 
lermes  de  R  que  nous  considérons,  on  a 

P'  ==t=  ifccos^,         P  ==:— ilsiuff. 
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Réciproquement,  il  est  souvent,  utile  dans  fc 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  un 
seul  terme  les  diverses  parties  d'une  inégalité  dépen- 
dante d'un  argument  déterminé  irl  —  in.  Pour  cela^ 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties ,  de  manière  à  donner  à  leur  somme  la  forme 
suivaoie 

Asin(f'7i'^ — int+ifé — ie)  -}-Bcos(ïV^— m^  -f^iV — m). 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  l'inégalité  dont  il  s'agit 
devienne 

Iksin  {i!n^,tr^  int  +  /V  — •  Î€  +  ^> 

^  on  aura  pour  détenmner  L  et  8  les  deux  équations 

B 


Ces  traïisfbrnnations  nous  seron,t  très  utiles  dans 
la  suite/       ^ 

3 1 ,  Lorsque  la  valeur  de  C-.  sera  déterminée ,  il  sera 
facile  d'en  conclure  celle  de  — ••  En  effet,  si  l'on  désigne 

pari —  la^  partie   de    —  qui  dépend   de   l'angle 

£(»'^—  nt  +k  —  g)  -{-  lnt+  h  et  par  * . ..  1 . , . .». 
2Ncos[z(7z'^.— /i/i  +  é'-r-É)  +fnt^fé  +  x]  les 
autrea^teirmes  dont  cette  quantité  se  compose  ,.  oui 
arita  .         , . 

Si  Ton  substitue  pour  -sa  valeur  i  .4-u,et^que  dans 
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le  produit  w2Fcos[ij(/i'^~ni+f'— €)H-^/-f-/Ê+%] , 
oQ.ne  conserve  que  les  termes  dëpendans  de  l'angle 
î[/i'f  —  72^  +  g'  —  g)  +  Int  +  U  y  que  pour  abréger 
on  désigne  ces  termes  par 

5Lx:os{z(7î7  —  w^  4.  g'  _  g)  +  Z/îi  +  &  +  0] , 

réquation  precédcinte ,  en  n'ayant  égard  quaux 
termes  qui  dépendent  du  même  argument,  don- 
nera 

^=^— 2Lco5p(n'^^n^+€'— 6) +Zn^+Z6+0]. 

3â.  U  nous  reste  à  déterminer  Les  inégalités  du 
mouvement  de  la  planète  en  latitude.  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n®  89,  livre  IL 

d^ .  ri's    ,    u  .  r^s  d^  /   > 

-dë-'^—i^ ^=«»-     (9) 

Comme  cette  équation  suppose  que  l'on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  Forbite  primitive,  après 
avoir  diflerentié  par  rapport  à  z  la  fonction  R^  on 
fera  z  =5  o  dans  le  résultat ,  etd'on  formera  le  .'déve- 
loppement de  la  fonction         . 

par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.  On  peu* 
d'ailleurs  déduire  ces  deux  expressions  l'une  de  l'autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4>  l'équation  (9) 
ayant  même  forme  que  l'équation  (i)^  s'intégrera 


Digitized  by 


Google 


i54  THÉORIE  ANALYTIQUE 

«Qsuite  de  la  même  munièirey  ef  donnera,  par  des 

approximations  successÎTes,  les  inégalités  de  la  latt*« 

tude  de  tel  ordre  qu'on  voudra,  par  rapport  aux 

puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 

inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables^  il  suivra  de  déter* 
miner  celles  qui  pourraient  devenir  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d'employer  à  cette 
détarminatioti  les  formules  relatives  à  la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l'or- 
bite. On  aura,  n*'  86,  livre  II, 

J'sz=J'q^\n(if  —  n)  — crpcos((' — n).     (lo) 

Et  pour  déterminer  J^p  et  (f'q ,  on  aura ,  n*  4 ,  les 
formules 

«  andt  i      dK 

Si  l'on  6e  borne  à  considérer  dans  l'expression  de 
la  latitude',  parmi  les  termes  dépendaM  dtxm  ai^pen 
ment  donné  ceux  qui  sont  de  Tordre  le  moins  élevé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  ^^  on 
pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e^  et  y^  ^ 
dans  ces  deux  expressions ,  œ  qui  donna  A  ss  sin  ;^  | 
OQ  aura  simplement  ainsi 

4>  =  —  tmdt  -^ , 
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Sœt  donc 

m'A  X^  cos(i'n7  —  int+B  —  agU  ) 

wn  terme  quelconque  de  R  dépendant  de  Tangle 
in' t'ouït.  En  n'ayant  égard  qu*à  ce  terme  ^  oit 
aura 

-^  sa  3gin'  Aa"*"'  sin  (i'n'<  —  m/  +  B  -r«  a^), 
et  par  conséquent 

'^z' = -  S#S  ^'*"'  «i"  (^•'''''  --  ^«« + B  -  ^gn) , 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (lo)  , 
on  trouvera  * 

J^s  =  ^;^A^-'sin[iV^-m^-H-B-(2g-i)n].  (i  i) 

On  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitude  cor- 
respondantes^ aux  termes  de  R  qui  dépendent  de 
l'angle  ^n't^^int^  et  que  la  petitesse  du  diviseur 
fhf-^in  peut  rendre  sensibles.  L'expressioti  de  J^s  ne- 
renferme,  il  est  vrai,  ce  diviseur  qu'à  la  première 
puissaiice^  et  sons  ce  rapport,  llnégalité  qui  en 
résulte  doit  être,  par  conséquent,  beaucoup  moinsi 
considérable  que  l'inégalité  correspondante  de  la  10tt-<* 
gîtude  moyenne^  mais,  d'un  autk^côté.  Tordre  de 
son  coefficient  se  trèuvant  abaii^sé  d'une  unité ,  cette 
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circonstance  doit  contribuer  à  augmenter  sa  valetir. 
Au  reste  ^  toutes  les  inégalités  de  la  latitude  d'un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  insensibles  dans  les 
mouvemens  des  planètes^  excepté  relativement  h 
Jupiter  et  à  Saturne ,  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

53.  Si  Ton  veut  rapporter  le  mouvement  de  m  à  un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à  celui  de  son  orbite  primi- 
tive ,  qu'on  nomme  <p  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  ,  6  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  ^  et 
i/  la  projection  de  p  sur  le  plan  fixe  ^  en  supposant 
que  m  ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive  ji 
6n  aura^  à  très  peu  près^ 

ç'  —  fi  =r  i^  —  ^  lang^  ^  sin  2  ( p-^  fi) , 
s  =tang  ^  sin  (  i^  —  Q) , 
ou  bien 

p'  —  fi  =  {^  — I  s  tang  (p  cos  (  v — fl  ). 
Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  s  de  J's,  on  aura 
/ — fl=:p — ^taDg^(psin2(i^ — 0)— ^crîfang(pcos(p — fl)^ 

On  voit,  par  conséquent,  que  la  variation  de  la 
latitude  introduit  dans  l'expression  de  la  longitude 
rapportée  à  un  plan,  fixe  ,  des  inégalités  dépendantes' 
des  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  mais  les  termes  qui  en 
«résultent  sont  insensibles  même  daps  la  théorie  de. 
Jnpiter  et  de  Saturne. 

54>NousaUonsconsidérer  en  particulier  les  inégalités 
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dépendantes  du  carré  et  des  produits  de&  excentricités 
et  des  inclinaisons.  En  ne  portant  l'approximation  que 
jusqu'aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons^  on  a  trouvé , 
n*  85  du  livre  II , 
*_     -_/ 

—  =  — CCOcos  *(/i'«— /it+t'— O-K/n'eDCOco»  [i(/»'t— «t  +/— «)4-„£4.,_  ^] 
+  mVE(Oco«  [* (n't  — nt  -f  /—  «)  -f  nf  +  #  —  «']. 

En  supposant  /=2  dans  les  formules  (4)  et  (7)  (*), 
on  trouve  ainsi  : 

i-m'n»  f    (C<0+D(0)««cos[i(n'«  — »«  +  «'— •)-f-aJif+af— a»]  1^. 
â         •  )  +E(Oec'coi  [i(/i'«  —  n^  4-  •'—  •)  4-  2»«  4-  at  —  •'—  •]     il 

«'  [i  (»'—  n)  4.  3rt]  [i  (/i'—  n)  4-  »] 

/,/=  ^'^(^«^)    ^'  (     (C(04-D(0)tf«sin  [iX///— n« 4-f'— 1)4- a/i«  4-2«— «•]  I  i 

dk 


<A) 


f— /,f4-»'-»)4.a/it4.2,4-C]., 

En  donnant  à  /  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives, en  y  comprenant  zéro,  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre,  dans  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  n^t  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surpassé  par 
lut  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  in'  +  (^  —  i)n  diflere  peu  dedzn, 
lun  des  diviseurs  i(n'  — •  «)  +  3w  ou  /(»'  —  n)  +  n 

étant  peu  considérable^  l'expression  de  —^  peut  ac- 
quérir une- valeur  sensible.  Si  la  quantité  iV-|-(2 — i)n 
est  très  petite,  les  termes  de  l'expression  de  cTp  et 

{*)  Les  yaleuTS  de  F,  pages  i4i  et  142,  doivent  être  changées 
de  signes. 
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-ceux  de  la  valeur  de  —7  qui  ont  cette  quantité  pour 

diviseur,  pourront  donner  lieu  à  des  inégalités  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  Fangle  i(n't — nt  +  «' — «)  4-  ^nt  +  ac , 
on  aura 


0)c«  cos  [i  {n't  —nt+  •'—  •)  -f-  a«»i  +  »•  —  «•]  ) 


a        a.         4^  >(B) 

+  2.EOee'co»£i 

La  fonction  R  renferme  des  termes  de  Tordra  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen<* 
'     dent  de  l'angle  i(ri't — 7z^-|-ê'  —  €).  Supposons  qu'en 
n'ayant  égard  qu  a  ces  termes  on  ait 

En  faisant  Z  =  o  dans  les  formules  générales  (4) 
et  (7) ,  on  aura  pour  les  inégalités  de  —^  et  '^s^  dé* 
pendantes  du  même  argument, 

(     3  _^f  ,  /     DO' )«»CQ$  i  {n't  ^nt'h/'^i)  \ 

\     ;'*'*  •l-f.E<Occ'co«[i(/»'«  — /!«  +  •'— «)  +  .  —  «,']   f 


(Q 


^  '^à{rlr)       m't     D(Oe*  tin  i  {n't  —  nt^  •'—  t)  \  \ 

■"  a*ndt  "^  T  l  +E(0<îc'8in  i  {n't  —  ««  -+-  i'— ,)  -f-  «  —  «']  I  f 

Si  la  quantité  i(n' — n)  diffère.peu  dedz  n,  alors 
Texpression  de  — ^  peut  acquérir  une  valeur  sensible 
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fn  vertade  l'un  des  très  petits  dmseurs  i{nf-^h)'^n 
ou  i(n' — n) — n  qu'elle  renferme  ;  enfin  si  la  quantité 
t(»'  — n)  est  très  petite  ^  c'est*-à-dire  si  les  moyens 
mouvemens  des  deux  planètes  diffèrent  peu  Tan  de 
l'autre  y  il  en  résultera  des  inégalités  qui  peuvent  de<*- 
Tenîr  très  sensibles  dans  l'expression  des  longitudes 
des  deux;  planètes. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

de  l'angle  i(n't — nt+  e' — i)  et  qui  est  *de  l'ordre 
des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  : 


£^5s  i^+^aD^^~C«>*cosi(n'^-ii<4-6'~t; 
+  ~E^<>ce'cos[i(n'^-n^+«-fi)+<w-û)']. 


(D) 


i  devant  être  pris  avec  le  signe  4-  et  avec  le  signe  — 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
troduisent, comme  on  voit,  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude^  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent  des  mêmes  argumens  que 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens. 

Les  formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donneront  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons ;  mais  comme  leur  nombre  est  trop  considé^ 
rable  pour  quon  les  puisse  calculer  toutes,  on  se 
bornera  à  déterminer  celles  qui  sont  assujetties  à 
l'une  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut ,  et 
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qui  y  par  cette  raison  ^  peuvent  acquérir  une  valeur 

sensible. 

Si  Tune  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep^ 
tible  de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire ,  dans 
l'expression  de  cT^ ,  d'avoir  égard  à  la  variabilité  des 
élémens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à  la 
formule  générale  (8)  ,  et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  où  Ton  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

55.  Considérons  maintenant  les  inégalités,  dépen-* 
dantes  des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à  calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

Pour  cela,  supposons  que  par  l'approximation 
précédente  on  ait 

Le  coefficient  h  étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
i(nf — n)+5n.  Il  en  résultera  dans  —  le  terme 

Acos[î(n'^  —  nt  +  e'  —  c)  +  2nt  +  2€  +  J"]. 

Et  cette  valeur  de  —  introduira  dans  Téquation 

différentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  l'angle 
i{n't — nt+ê! — 6)-f-3n^+3€,  et  des  termes  dépen- 
dans de  l'angle  i(n^t  ^-^nt  ^^  —  £^j^nt'\^€^  qui 
auront  pour  diviseur  i{n! —  Wi)  +  5/i,  d'après  ce:  qw 
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nous  avons  dit  n^  28;  en  ne  considérant  que  ces 
termes^  on  aura 

a*n*F^  ssz—leh.a*n\cos  [i(/i'<— 1114.,'— ,)+3n<+3i— #-M] 
3 

En  faisant  donc /=3  dans  la  formule  générale  (4)9 
et  en  observant  que  Ton  peut  négliger  i(n! — w)+  3n 
devant  n  dans  les  diviseurs  de  cette  expression ,  on 
aura,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
1(71'—  n)'^5n  pour  diviseurs, 

—  =  — -eAcos  [,(/i'f  —  m  +  i'— f)  +  3n/  +  3f  —  •  +  /] 

+  leh CO8  Zi{n'i  —  m  4.  ,'  —  1)  +  ni  +  •+  •  +  t] 

En  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente 
^z=  h  cos[i{n't  ^nt+ê'  — i)  +  2nt^2€  +  J'], 
on    aura  pour  la  partie  de  —  qui  a  pour  diviseur 

-  =  hcosli{n't  —  nt  +  é—  i)  +  2nt  +  ae  +  cT]  \ 
— eAcos[i(7i'^— Ti^-f  é'— g)  +  37i«4-56 — ea+J"]! 
+  ehco^i{n't^nt  +  ^'  —  «)  +w^4-  ^+a>  +  J']}^^ 

Tome  III.  ii 
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Téqualion  (5)  peut  s'écrire  ainsi , 

En  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l'angle  iin't  —  7^^ + g' —  î) + nt+e,  çt  qui  ont  pour 
diviseur  i(ri! — n)+Zh,  en  vertu  des  valeurs  précé^ 

dentés  de -~7-  et   —,  on  trouve 

or  a  ' 

La  quantité  i(n' — 7i)+57i  étant  très  petite,  dan§  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 
erreur  sensible ,  i{n' — 7z)= — 5/i;  la  partie  indépen*- 
dante  de  R  de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  «Tp  le  terme 

'4-|eAsin[î(n7 — nt-^ef — &)^nt'+'6+ co  '^  J^]. 
En  vertu  de  la  valeur  ' 
^=: Âcos  [/(»'t  ^nt+Z-^é)  +  2n/+2t  +  if]  ; 

le  terme  ^^  introduit  dans  le  J^y ,  le  suivant  : 

—  '-^^^^^^^^^ 

ou  bien  en  observant  qu'on  ^  à  très  peu'  près,  ...... 

i(nf  —  n)  +  3/1  =  o ,  le  terme 

+  2^  sin  [i(n't — nt  +  î^ — «)+2/iH-!î«4-  J^]  ; 

le  t^rme ^     donnera  celui-ci  :     - 

T-.  i£h  sin  [i(n't—  nt+i'—i)^^t  +  5i —  co  -f-  eT]. 
En   réunissant  donc  les  diflférentes  parties  de  cT^; 
faisant  /=  5  dans  la   formule  générale   (7),   et  en 
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ne  considéraiçtt  que  les  termes  qui  pnt  i{n!  — n)  -H  5» 
pour  diviseur  y  on  aara 

^=— -cA  sin  [i(/i'«  —  nt  +  «'  —  f)  4-  3«t  +  3f  —  «  +  iT] 

—  aA  sin  [i  {n't  --  n«  4-  /  —  •)  -f-  a/it  -+-  at  t*-  iT]  . 

5 
-f -e^  sin  [i  («'«  —  nf  +  /  —  #)  4.    „t  4.    j  4.  ^  4.  />]  /   <F) 

Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  lés 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  Fintégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc,  au  moyen  des  formules  des 
n**  28  et  59 ,  déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d'une  puissance  donnée;  des  excentricités 
et  (les  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. IVfais  lorsqu'il  s'agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  de  calculer  quelques  inégalités  partît 
culières  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d'employer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires,  qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d'un  ordre  quelconque ,  qui  dé- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté- 
gration Içur  fait  acquérir,  sacs  qu'on  soit  obligé  de 
s'occuper  des  inégalités  d'un  ordre  inférieur." 

En  effetV  soit 

m'kcos  li[n!t^nt+i'^i)+lnt+h—f&^ 

lun  des  termes  du  développement  de R.  D'après  la  loi 
de  ce  développement,  n"*  4^  ^  ^^  '  étant  supposés  posi- 
tife,  et  /plus  grand  que  l^  le  coefficient  m  sera  de  l'ordre 

11.^ 
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l  ou  d'un  ordre  supérieur  dc^deux ,  de  quatre ,  etc.  ^ 
unités ,  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ;  en  sorte  que,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
dantes de  Tangle  i(w7— 7i^)+/nif ,  on  n'a  égard  qu'à 
celles  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé ,  relativement 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  m  sera  de  la 
forme  eV/'A^/"A,/,/'  et/" étant  des  nombres  tous 
trois  positifs  liés  par  l'équation  l-^f — f  —  zf"  =  o 
et  A  étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

^  =:  a/Vc'/'A^^'-'A  =  ^. 
Supposons  maintenant  que  le  terme 
m'kcos[i(n't—nt+i'—&)'\-Int+U—fa>—fcù'—2f'n) 
prenne  la  forme  suivante  ; 

en  comparant  ces  deux  expressions ,  on  aura 
P  =  *sm(/«+/a,'+2/'n),  1 

P'  =  ;tcos  O  +/'«'  +  a/'n).  j  ^"^ 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  e,  0,  A,  et  FI  ces 
expressions ,  et  qu'à  la  place  de  j- et  de  tt-  on  subs- 
titae  leurs  valeurs  précédentes,  on  tfonyera 

dm'^^de*         dm ^lï  ' 

dP        .  df  dF  dP 

Cela  posé ,  si  pour  abréger  on  fait  i(n't — nt-^-e' — «) 
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+  />i^  +  /e=a,  et  qu'on  néglige  les  inégalités  qtii 
seraient  d'an  ordre  supérieur  à  /,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons ,  on  trouvera^  n"  17  (*), 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R ,  in- 
troduit dans  chacun  des  élémens  de  l'orbite  de  m  les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 

m'a/»       r/i   dP'  dP'\  .  /i    <fP  4iPV        1' 

m'a/»         /JP    .         .  ifP'  \ 

'*'=    ^711(7117)7*  VST  ""-^^^^*> 

m'anêinv       /^F  .  </P  \ 

p=—  rrr-T r: hr^  {  -7— iin  «  —  -7-  COI  «  K 

w/fl/ix  /-dP  .        .  </F  v 

^^— "■: rr-7 — 7: îr-ï(  "T— 8m«-f-— —  cos  «  )• 

Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen*- 
sibles,  si  le  diviseur  m' — (z  —  l)n  est  une  très  petite 
quantité  ;  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles 
du  moyen  mouvement ,  k  raison  du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées ,  et  ensuite  celles  de 
l'excentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie ,  parce 
que  l'ordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d'une 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens ,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second ,  elles  peuvent^ 
par  cette  cause,  devenir  très  sensibles  si  l'excen- 
tricité est  très. petite,  et  même  surpas&er  les  inéga-^ 
lités  correspondantes  du  moyen  mouvement  f.  quoi- 

(*)  Les  termes  de  ^a,  ^Ç ,  etc.,  donnés  ti^  1 7,  ont  été  pris  par 
erreur,  avec  un  signe  contraire. 
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qu'elles  n'aient  pourdiviseur  que  la  première  puissance 
de  la  quantité  in! — (f — l)n,  comme  4*  tjbéorie  des 
satellites  de  Jupiter  en  oflfre  un  eftemple*  C'est  donc 
principalement  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
qu'il  faudra  avoir  égard* dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 

V  z=./ndt  -f-  €  +  2C  sin  {fndt  +  €  —  co) 

+  |e*sin2  (fndt+i  —  a^)  +  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
l'on  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l'orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
/hdt ,  pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
.v:emçnt;troublé,  confoqpément  à  ce  que  nous  avons 
<lit  n*  45,  livre  IL 

Si  l'on  différentie  l'expression  précédente  par  rap- 
port a  la  caractéristique  S",  en  observant  que  l'on  a 
fiidt:=^nt^Ç ,  et  qu'on  peut  supposer  /ndt=:nt  dans 
les  termes  qui  sont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
pu^qu'on  néglige  ici  leur  carré,  en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  de  ^,  Se, 
J^e,  .etc. ,  seraient  d'un  ordre  supérieur  à  /,  on  aufsi 

/v=^+cr£+J^^[2SÎn(n^+6— ^«)-H|«sîn2(n<+6 — aj] 

-"^eeTûJ  [2COs(w^+^--û))-f-|gCOS2(/ï^-i-€-»)]. 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  ^,  J^e, 
et  e^G)  leurs  valeurs  précédentes ,  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 
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m' an  dk    ^  * 

et  Css-^fcù  —  f^cù^  — .  af^n  ,  on  trouvera 

. 3m^(i  — i)n«      t      «P'ain  p(/i'«  —  wt  -f.  /—  ,)  +  Int  -f-  /§]  \ 

P  {»'—  'i)  4-  //!]»  i  —  aPco«  [/(»'«  —  nt  4-  •'—  •)  +  Int  -h  /•]  3 

f'—  t)  4-  //if  +  /f]  ) 


^  '  ^         /— «•^C08[l(ll't  —  Ht  -f-  I 


^(G) 


— .ieA8inp{n'«—  nt  +  •'—  t)  -f-  //i«  +  /f  4.  C] 

-f-  aA  8iii[/{«'«  —  nf  +  /—  f)  +  (/  —  i)/it  4-  (/  —  i)i  +  <i  +.C] 

4- -efcsîn[»(/i'«  —  /i£  -f-  •'—  •)  +  (i  —  a)nt  -+-(/—  a)i-4-a»+  C). 

De  Tnêm^  pour  le  rayon  vecteur  on  a 
-=  1  — ecos(fndt  +  ê  — œ) 

+  i^'[i — cos2(fndi+i — û))]  +  etc. 
et  en  différentiant  par  rapport  à  cT 

—  = h  ele  —  J'e  [cos  (nt  +  t  —  •)  +  «  coi  a  («f  -f-  •  —  •D  ' 

—  eJW  [sin  (nC  +  •  —  «)  +  «  «n  ^(iit  -f-  •  —  «•)]• 

En  substituant  pour  cTa  ^  J'e,  J^co  leurs  valeurs  ^  on 
aura 

—  efc  co#  [i{nft  —  wf  -f-  «'  —  «)  4-  /wt  +  /•  +  C]  '         ^  (H) 

4-  h  cos  [£<!»'(  —  m  •+•  •'  —  •)  -f-  (^—  »)  ni  -HC^— i>+  1*  ■+i'C] 
-f-cAco»  [*(/»'«  —  /!«  -f-  •'  —  •)  -f-  (/— a)»r  +  (/— a>-f-a#HHO. 

Enfin  y  en  vertu  de  Téquation  (  1 1  )  du  n*  Sa ,  le  terme 
de  la  valeur  de  R  produira  dans  lexpression  de  la  la- 
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titude  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  2  =  3  dans  les  expressions 
précédentes  ,  en  observant  qu'on  a  ^  =  «f  —  û^, 
et  que  pour  P  et  P'  on  substitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  A:  et  de  €  données  par  les  équations 
(12),  on  retrouvera  les  valeurs  de  J'r,  Su,  J's 
que  nous  avons  déduites ,  n**  55 ,  des  formules 
générales  des  n°*  28  et  29,  L'accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié ,  quel  que  soit  le 
degré  d'approximation  que  l'on  veuille  obtenir ,  ainsi 
que  nous  l'avions  déjà  établi  dans  le  n®  91  du  li- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

3  7 .  La  méthode  de  la  variation  des  élémens  de  l'orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à  la  détermination  des  inégalités  qui  sont  affectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;,  mais  s'il 
s'agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d'une 
planète  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  la 
multiplicité  des  termes  qu^introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
ta  latitude,,  la  variation  des  élemens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible;  et  dans  ce  cas ,  pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées ,  il  sera  mieux ,  comme 
BOUS  l'avons  dit,  n"  88,  livre  H,  de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l'intégratioa 
directe  des]  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

JNous  avons  exposé  dans  le  chapitre  II,  pour  cal- 
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Tculer  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de  l'ex- 
pression de  R  en  série ,  relatif  à  un  argument  dé- 
terminé ,  un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons ,  et  qui  dispense  d'eflFectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière,  sans  beaucoup  de  calculs,  les  va- 
leurs de  P  et  F  que  Ton  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes;  et  ce  procédé,  joint  à  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
contredit  le  plus  simple  et  le  plus  sûr  qu'on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d'une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu'elles  soient , 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d'un  ordre  supérieur  au  second. 

58.  Reprenons  les  formules  (G)  ,  (Hj  et  (K). 
Le  cas  de  2=  5  mérite  une  attention  particulière , 
parce  que  c'est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l'observation  avait  fait  remarquer  de- 
puis long-temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  n  se  rapporte 
à  Jupiter  et  n'  a  Saturne,  si  dans  i{n^—  «)  +  ^^ 
on  fait  Z=  5  et  ï  =  5 ,  ce  diviseur  devient  5n'  —  2n, 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes , 
n®  59,  livre  II  ;  de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu'elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mouvemens  planétaires^  nous 
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allons  développer  complètement  les  formules  propres 
à  les  déterminer.  Pour  cela  y  désignons  par  i/i  la  masse 
de  Jupiter  et  par  m!  celle  de  Saturne.  En  ne  consi- 
dérant que  les  termes  du  troisième  ordre  relative- 
ment aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  l'angle  5nt —  2nty  on  a ,  par  le  n**  4  > 
R  =  M^"V  cos  {Sn't  —  2ni  4-  Se'  — -  26  —  5û)) 
-+•  W'^e^e'  cos  {Sn^t — nnt  +  Se'  —  26  — no  —  (&') 
+  M^^W*cos(5n'^ — 2nt+St'  — 2€ —  û)  -»—  ncû^) 
+  M<«V3  cos  {5n't — ant+Ss'  —  2e—  3û>') 
4-  N^^eA'cos(572'^ — 2nt+5e^—2è — co — ^^II) 
+  N^' V  A*cos  (5n't—  2nt+ 5e'  —  2e— œ'—  ^U). 

Les  valeurs  de  M^*^,  M^'^,  etc. ,  étant  déterminées 
par  les  formules  générales  du  n*  7 ,  dans  lesquelles 
on  fera  î  =  5,  ce  qui  donne  ,  en  substituant  en  outre 
à  la  place  de  A^*^  et  de  ses  coefficîens  différentiels , 

leurs  valeurs  esi  b^^,  a  -j—,  etc., 

a'M<0=    ^  1^3964^+184. -3f-+,5«.-^+..^J, 


<x'N<' 
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Si  ron  décompose  l'expression  précédente  de  R  en 
sinus  et  en  cosinus  de  l'aogle  5/i'i— 2/î/H-5è'  —  as  , 
et  qu'on  lui  suppose  cette  forme  : 

R  =  mT  sin  {Sn't  —  'int  4. 5^  —  a*) 
+  m'Fcos  (5/î7  —  ^nt  +  56'  —  2«) , 

on  aura 

et  la  quantité  m'a'V^  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé ,  si  Ton  fait  Z=  5  et  £  =  5  dans  les  va- 
leurs de  S'sf  et  eTr  du  numéro  précédent  ^  ou  aura^ 
relativement  à  Jupiter  ,  pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 

'- =  57=r57.-(5;?rn;i  "ï"- "•*  ^)  ""  (*"' -  ««»  +  5.'- 

-f.  aA  sin   (5/i'£  —  3/if  4-  5/  —  Si  -h  /)  >  ('J 

—  -  «^  $in  (S//*  —  anf  4-  5i'  —  ai  —  «#-!-/) 

+  -  cA  m  {5//t  —  4"'  +  5i'  —  4*  +  «»  +  ')> 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 

J'r ^m'n     F      à?  sin  {Sn't  —  int  +  5i'  —  ai)  "] 

a  5n'  —  an'L-*-  flP'cos  (5/i'f  —  aw«  +  5/  —  at)  J 

4-,  A  co«  (5a'*  —  3««  4-  5i'  —  3f  4-  /)  ^    (Li 

—  eh  cos  (5w'£  —  anf  +  St'  —  ai  —  o»  4-  ^) 
4-  eh  cos  l^n't  —  47i«  4-  5/  —  4*  +  *  H-  ^)- 

En  supposant  î=î=^^2  dans  les  formules  (G) 
et  (H) ,  et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m 
fence  qui  est  relaj:if  à  m\  et  h  en  h' y  on  aura  |de$  for- 
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mules  analogues  aux  précédentes  pour   déterminer 

les  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  troublé  par 

Jupiter. 

On  trouvera  ainsi 

« 

5/1*^— a/1  Vôn'  — an  da'/ 

5«  —  a»  \5/»  —  a»  rfa  y 


+      aV  sio  (4/2'«  —  a/i«  4"  4«'  —  ^«  +  O 

—  ic'Vsin  (5/i'«  —  a/if  +  5f'  —  ai  —  a»'  +  /'). 

5 
-f.  -  e'h'  sin  (3«'£  —  a/it  -f-  3i'  —  at  H-  »'  +  O, 


(M) 


— —       'o^'^^    r      û'P  sin  (5/»'t  —  ^n«  -<-  5f'  —  ai)  "1 
a'  ""     5/»'— an  L+  «'P'cos  (5n't  —  ant  +  5/  —  ai)  J 


a' 

-h    A'cos  {\n*t  —  ini  -h  4/  —  ai  +  O  }    (N) 

—  tf^A'cos  (5n'«  —  anf  +  5f'  —  ai  —  «'  +  «T') 
+  c'A'co8  (3n'<  —  an«  +  3i'  —  ai  +  «'  -h  /')• 


39.  On  doit  observer  que  les  quantités  P  et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs  j  soit  que  l'on  considère 
Faction  de  rml  sur  m,  soit  celle  de  m  sur  m',  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

OCX  "J~  W      i     jZ<Z 

la  partie  *z     —    ne   produit  aucun    terme 

de  Tordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant,  de 
l'argument  5n!t  —  nnty  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R  que  du  développement  de 

la  partie  [(jc^'— J:^)*+(7'— ^)*+(2' — z)]"»  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  ne  considère  dans  «Ti/eteP^ 
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que  la  partie  qui  a  pour  diviseur  (5«' — 2/1)%  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs ,  on  aura  eptre 
elles  la  relation 


2771  n'a 


OU  bien  en  observant  qu'en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne^  Sn!  est  à  très  peu  près  égal  à  2W,  et  que 


s 


équation  d'où  l'on  conclura  la  partie  S'v  qui  a 
(5w' — 27i)*  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  S's^'y  et  réciproquement. 

Cette  équation^  d'ailleurs,  n'est  qu'un  cas  parti-- 
culier  d'une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
inégalités  à  longues  périodes  des  moyens  mouvement 
de  deux  planètes  m  et  m',  troublées  par  leur  action 
mutuelle ,  et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  parce  qu'elle  peut  servir 
soit  à  déterminer  l'une  par  l'autre  ces  inégalités^  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques ,  soit 
à  vérifier  leurs  valeurs  lorsqu'on  les  a  calcidées  sé- 
parément. 

On  peut  démontrer  à  priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R  relative  à  l'action 
de  lîï  sur  m',  on  aura,  n®  4^,  livre  II , 
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Ç  =:-5anfdtfd'K,  1       ^^^ 
C=  —  Mfdtfd'Vj]     ^^  ^ 

les  différences  rf'R ,  cT'R'  se  rapportant  dans  chaque 
formule  uniquement  aux  coordonnées  de  la  planète 
troublée. 

D'ailleurs ,  en  faisant  pour  abréger 

A  =  [(^'— ^)*+(y— jr)'  +  (2'  — z)-]-*. 

on  a 

Si  Ton  multiplie  par  (M+w')m  la  première  de  ces 
valeurs ,  après  Favoir  différentiée  par  rapport  h.  x^ 
j-  et  z ,  que  Fon  multiplie  de  même  par  {M+m)m^^ 
la  seconde  différentiée  par  rapport  à  a/,  y,  z',  qu'en- 
suite on  ajouté  ces  deux  produits^  on  trouvera 

•  ' .  .  ■  ■  ' 

Si  dans  cette  équation  on  néglige  les  termes  du 
troisièi]^^  ordre  par  rapport  aux  masses  perturba- 
trices,   ce   qui   permet  de   faire    -j  =2  — i-    — ■  ;^ 

pr^^'-'dr'f  p9i*T^-^.,etc.,onaura 
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mdR  +  '«'^'R'  =  mm'd  .  (a  +^f^^±^y±^: 

La  différentielle  du  second  membre  désignant  une 
différentielle  complète.  On  aura  donc  en  intégrant 

mf<m  +  m'f^'  =  mm'  0f^È^±^±^^  ^  ^y 

Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  Ç  et  de  ^'  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment donné  i'n't — int,  et  qui  ont  (iW — iny  pour  divi- 
seur. Il  faudra,  dans  Féquation  précédente,  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  argument,  et  qui  sont 
déjà  divisés  par  iV— /n,  puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  de  cette  quantité  pour 
diviseur  en  subissant  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç',  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  ne  contient 
aucua  terme  semblable,  tant  qu'on  n^a  égard  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses  ;  en  ne  con- 
sidérant donc  que  ces  termes,  on  aura 

m/rf'R-j-m7^'R'=o. 

Sî  Ton  intègre  une  seconde  fois  cette  équation ,  et 
qu'on  substitue  pour  fdtfd^K  et  fdtféfR^  leurs  va- 
leurs tirées  des  formules  (i3) ,  on  aura 

s  3 

ou  bien  en  observant  que  n  =  a~  et  rJ  c=  d'^ , 
d'où  l'on  tirera 
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Lorsqu'on  aura  calculé  les  inégalités  de  Ç  qui 
ont  (îV  —  iny  pour  diviseur,  cette  équation  donnera 
les  inégalités  correspondantes  de  Ç'. 

La  relation  précédente ,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à  longue  période  de  deux  planètes  soumises  à 
leur  action  mutuelle ,  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  entre  les  variations  séculaires  des  élémens 
elliptiques  d  un  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

40.  Considérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  :  l'expression  de  R  contient  les  deux  ter- 
mes suivans  : 

N^**^eA*cos(5«'^  —  nnt  -f-  Se'  —  26  —  c?  —  nU)^ 
N^*VA*cos(5«'^—  2nt+5e^  —  :21g  —  û)'—  qD). 

En  vertu  de  ces  termes,  on  aura  pour  les  inégalité 
de  latitude^  n*  36. 

_   aw^gn    r        cxN<o)sra  (5nft  —  3«£  -f-  5/  —  3i  —  «  —  H)  "| 
5«'—  2«  L  +  «'xNCO  sin  [Sn't  —  3nt  H-  5i'  —  3f  —  •'—  H)  J' 

En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  m'  et  réciproque- 
ment ,  et  en  observant  que  N'^*^  et  N'^'^  désignant  ce 
que  deviennent  N^*^  et  N^'^  relativement  km' ,  on  a 
N'^o)  ^_  ^,  NW    N'CO  ==_  ^  Nco^  on  aura  pour 

l'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
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n  désignant,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  longitude 
du  nœud  de  l'orbite  de  i»'  sur  l'orbite  de  m. 

Ces  inégalités  peuvent  s'élever  k  4"  à  peu  près  pour 
Jupiter,  et  à  10"  pour  Saturne.  Ce  sont  les  seules 
inégalités  de  la  latitude  dépendantes  du  produit  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  qui  soient  sensibles 
dans  le  système  planétaire. 

On  a  vu,  dans  le  n"  33,  que  la  valeur  de  J^s  ip- 
troduît  dans  l'expi-ession  de  la  longitude  rapportée  à 
un  plan  fixe  le  terme  — tang  pj's  cos(i^.-.  Ô),  en  subs- 
tituant donc  pour  «T*  sa  valeur,  il  en  résultera  un 
terme  dépendant  de  1  angle  Bn't-^znt  qui  devra  être 
ajouté  à  la  grande  inégalité  qui  affecte  la  longitude 
de  m;  mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 
pour  Saturne. 

41 .  On  déterminera,  au  mojen  des  formules  précé- 
dentes, toutes  les  inégalités  de  l'ordre  des  cubes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  qui  dépendent  de 
l'angle  5n't'-2nt,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitude»,  les. latitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  vertu  de  la  com- 
mensurabilité  approchée  de  leurs  moyens  mouve- 
mens.  Comme  les    inégalités    du    mouvement    en 
longitude^onttcès  considérables,  il  sera  nécessaire , 
dans  «IV  et  /v*,  d'avoir  égardaux  variations  séculaires 
des  élémens  elliptiques  de  m  et  de  m';  pour  cela 
dans  les  expressioi^is  de  c^  deux  quantités ,  à  la  place 
de  rtT  et  de  aT',  on  substituera  les  séries 
Tome  III.  ,3 
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p  aarfP  3<ufP 

^     ""  (5» —««y*  "~  (5ii'-~SR)<fl  * 

et  l'on  détermîaera   les  difTérences  -^  ,  -^  »  37  »^ 

-^f  »  comme  on  l'a  expliqué  n*  ag. 

4a.  D  après  la  théorie  des  perturbations  planétaires^ 
les  inégalités  dépendantes  de  l'angle  Sn't  —  snt  doi- 
vent se  reproduii-e  parmi  les  termes  du  cinquième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ^  et  la  petitesse  du  diviseur  5b'  -~  an  oblige 
d'avoir  ^gard  k  ces  termes.  H  sera  facile  de  les  déter- 
miner par  les  formules  précédentes  du  moment  que 
l'on  aura  effectué  le  développement  des  termes  du 
cinquième  ordre  de  la  fonction  R  qui  dépendent  de 
l'angle  Sn't  —  ant;  pour  cela  il  suf&ra  de  faire  i=5 
dans  l'expression  de  R  du  n*^  16.  On  aura  ainsi 

RB3;M<»ïcoa(5»'<— an<H-5*'— »«-|-i»'-.4») 

H-M^  co»  {5ml  t-^  a»<H-5«'— a«— »'  —  >«) 
Hf.M«»co6  (5»'«— aïrt-f-St'^as—a»'^*) 
H-MWça&  {5nlt^  anil-f  5Ê'---at— 3»') 

4-.N'«>  oo8(5«,'f— anZ-h-S/— a«— a«^f^'— «an) 
4-N<»î  eos(5«'«— ,a«<4.5*'— ac—  o— ail) 
4-Nt*>  cos  (5j»'<— a/t<+5/— ias^  »'— an) 
+N<»'co«(5«'<— an«4-5/— .3*4.  ••—^a^'-an) 
-fN^*'  «»(W«-'aB/-f.5«'~-M-t-  *'— 411) 
+ Nî«  co»  (S^Tt  ^  ant + 5/-i.  à«4*  •—  411). 
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«Cponr  dëtenninor  les  quantités  M^*',  M^'^,  etc. ,  pn  aura 


'M<->=-^'(4. 


■0) 


i'b'^ 


astf 


^(" 


.<•) 


M 


(») 


**r* 


^  \^,.84o6y.^656o-^=,^.^ 


—  !l6«4. 


yM<'>=< 


m'eV;|  ,«     ^<«> 


^«4 


d.*?> 


a3*<'> 


19a 


—  5a«4 


^«4 


19»  V 


io7a8&i^*+543 


—  ag*4 


W« 


•ai6it>»t'"|" 


4Td«==< 


nl^^é\' 


12.. 
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»9»     \ 


'TiVfit 


.  ji/eV« 


1^  ««♦Ar'+39û<^-2r^3WU.-2;^-^^ 


d^h? 


-3^4 


4U* 


M'«e/*x* 


<f4«' 


» 


-4.**Tcî- 


..^) 


«'MM 


rf.*« 


rf4i« 


-35«4 


<f«« 


5   1-     / 

Al»      / 


•'MWa 


**<•> 


ï 


— 38«4 


</44 
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<ra(')=r 


i'N<^i= 


arNO)= 


X.  C    <n      *^'       ''**»'     -^^^  ^  ) 


13$ 


«TSWï 


mWe^*x« 

138 


a56 

Si  Ton  décompose  les  sinus  et  cosinus  de  l'expression 
de  R  en  sinus  et  cosinus  de  langle  5w'^— an^+^i'-^arj 
on  donil^ra  à  cette  fonction  la  forme 

w'Qsin  (57i'^  — .  a/i«  4- 5/ —  26) 
+  m'Q'cos  {^vlt — ont  +  5i'  —  3€) ,. 

et  pour  déterminer  Q' on  aur» 

wtqt  «eî  fl'MO  cot  (4*  —  «0  -h  «'MO)  co«  3»  -h  fl'MO  cot  (•'::f  a«») 
-h  «'M(»)  C08  (aa.'+  »)  +  a'M<0  cot  3«i'-4^  a'MO  co«  (4*^  —  «7 
4-  «'NCO  cou  (an  H-  a»— •')+«'N<0co«(an4-*)  -t-û'N<ôco«(an-h*') 

et  Q  sera  donné  pal^  la  niâme  équation  dans  laquelle, 
on  changera  lesi  cosinus,  en  .sinus. 
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^n  substitiiaQt  ces  valeurs  à  la  place  de  P  et.F  dans 
le&  formules  (K)  et  (L),  on  aura  la  partie  de  la 
longitude  et  du  rayon  vecteur  de  Jupiter^  du  cin- 
quièiue  oidre  par  rapport  aux  exeeutricités  et  rela- 
tive à  Tanglo  Sn't  —  ^nt. 

Les  inégalités  correspondantes  de  Saturne  se  déter- 
mineront de  la  même  manière  au  moyen  des  for- 
mules (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  que  deviennent  Q 
^Ç^  par  rapptMTt  à  Saturne  ^  on  aura  relativement  à 
l^aciti6i^e  Jupiter  sur  cette  planète 

R'  =  mQ,  sin  {^riLt  —  ^nt  +  5e'  —  m) 
-\-  /jiQ',cos(5w'f  —  272É  4-  5/  —  ai). 

On  substituera  /w'Q,  et  mQ*,  à  la  place  de  iidP  et  de  mP' 
dans  les  valeurs  de  cfi^'  et  de  S'f^^  et  Ton  aura  les  iné- 
galités de  ces  deux  quantités  qui  dépendent  à  la  fqis 
des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  de  Fangle  Sn't-^ant. 
.  .Comme  cefte  partie  4^  deux  grandes  inégalités 
dçi  Jupiter  et.de  Saturne  ^st  peu  considérable  rela- 
tivement k  celle  que  nous  avons  détermij^ée  dans 
le  numéro  précédent^  on  pourra  se  borner  à  en 
calculer  les  termes  principaux.  Ce  sont  ceux  qui 
sont  affectés  du  très  petit  diviseur  (5/2'  —  an)*,  et 
qui  sont  introduits  dans  Texpression  de  la  longitude 
par  la  variation  du  moyen  mouvement.  On  pourra 
donc  ici  supposer  simpletnent 

et  par  conséquent  on  aura  encore  entre  les  termes  des 
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deax  grandes  inégalités  de  Jupiter  çt  de  Saturne  qui 
dépendent  des  cinquièmes  puissances  dès  excentricités 
et  des  inclinaisons  là  relation  ordinaire 

jvp  „  _  !!^.,  jv. 

mya 

d*où  Ton  conclura  immédiatement  la  partie  précé- 
dente de  la  grande  inégalité  de  Jupiter^  lorsque  la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  détemiinée. 

Il  est  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé- 
dente dans  le  cas  que  nous  considérons.  En  effet, 
d'après  la  nature  de  la  fonction  it^R  ,  les  termes  de 
son  développement  qui  renferment  la  -quantité  A^'^ 
et  ses  différences  sent  les  seuls  qui  ne  sont  pas  com- 
muns aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité  M^""^ 
«Bt  la  sedle  dont  le»  vileur»  différeront  dads  les  eic-- 
preanoos  en  iéne  de  mK  et  de  m'K\  Lorsque  Ton  con«- 
8idère  Tacticm  de  m'  sur  m  on  doit  faire,  n®  %4f 

A^^aaa  -i-  -**-;;  ,  et  dans  le  cas  où  Ton  considère 


a      .  oT^  ' 


*?' 


l'action  de  m  sur  m%  il  faut  faine  A^'^  ^^  "^ ^'^^ 

l'on  suppose  donc  simplement  A^'^  =  -^  ,   on  aura 

rigoureusement  mR  =  m'R',  et  par  conséquent  Q=Qi 
et  Q'  =  Q,  ;  îî  faudra  ensuite  dans  les  termes  dépen- 

dans  de  A^*^  et  de  ses  différences  ^  faire  A^'^p= j^, 

ce    qui  ajoutera  a  la    valeur  de  M^*^   la  quantité 
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'  ~68  •  ~  >  **  quand  oo  considérera  l'actroa 
de  m  sur  m! ,  il  faudra  faire  A^'^  =s: ;  >  ce  qui 

ajoutera  à  la  valeur  de  M^"^  la  quantité  —  m!  -^  .  ^- 

Mais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouvemens 
moyens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  a,  à  très  peu 
près, 

5oo  .  -r  =  5i35  .  — • 

ar  a 

En  eflfet,  --77  =  -7 ,  et  comme  5?i'  est  à  fort  pea 
près  égal  à  2/2 ,  on  a  — j-  =  ^  ;  par  conséquent^ 


a^ 


5oo  =  3125^  =  5*-=;^ 

La  valeur  de  M^*'  est  donc  la  même,  soit  que  l'oa 
considère laction  de n^ sur  m^  soit  que  Ton  considère 
l'action  de  m  sur  m'.  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne >  dépendantes  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités ,  deviennent  donc 

j.   &m'n^       t     a(^s\n{5n't — 3«^-f-5€'-2f)| 

^^  ^       (5/i'-2n)»  '  l  _  aQcos{5n't—ant+5î'^  2î)  j  ' 

j,  ,_         iSmn'^       i     a'Q'sin(5/i'^— a/iZ+Sf'— 2g)  I 

(57i'-.2n)«-(_a'Qcos(57î'^— 2/î«-J-5€'— 2g)r 

Et  Ton  pourra  conclure ,  par  conséquent ,  la  valeur 

précédente  de  J'i^'  de  celle  de  J's^,  en  multipliant 

„                          5mn'*a^                   1            _                ml/a 
celle-ci  par 7-7-1  ou  simplement  par rT=*. 
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45.  On  rencontre  dans  la  théorie  de  Mercure  troublé 
par  la  Terre  une  inégalité  du  troisième  oixlre ,  à 
laquelle  il  faut  également  avoir  égard  ^  parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  nt 
et  n't  de  ces  deux  planètes^  rend  très  petite  la  quan- 
tité nt—^i't^  et  peut  rendre  considérables,  par 
conséquent,  les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment* Toutefois ,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d'importance,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit  diviseur 
(  n  —4^'  Y ,  et  qui  sont  introduites  dans  l'expression 
de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m  et  mf 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre ,  on  aura 

cTc;  r=  —  Zanfdtfdfi. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R  on  n'a 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'angle  ê^rit^-^nt 
et  qu'on  suppose      I 

R  =  m'Psin  (J^t^nt  4.  4€'— «) 
H-  i»T'cos(4w7  —  n/  4.  41'  -^  ^) , 
on  aura 

IV  _    3yn^7i*         f     ûP'sin(4/i'<— n^-f-4f'— g)] 
J  ^~  (4n'  —  /!)•  •  1— aPcOs(4n'f — 72^  +  46'— «)]* 

En  faisant  i  ==  4  ^^^^  ^^^  formules  du  n*"  7,  on 
trouve 
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__       a^n*      t   aP'sm(i5/»'f— 8n<-|-i5«'--8i)i 
^^—     (,3n'-8n)«*  l— ^Pcos(i3n'«— 8ll<-|-l5f'— 8«)' * 

A/--    _39mn>      [   aT'sin(iSn'<— 8/«4-i3e'-8«)î 
*"'-~""(i3/»'— 8n)'  •  \— aTcos(  I  Zn't—SnH-i5i'-8t)y 

les  valeurs  de  P  et  P'  ëtant  les  mêmes;  soit  que  l'oa 
considère  l'action  de  m' sur  m,  soit  que  l'on  con- 
sidère Faction  de  m  sur  m',  et  i3n'  étant  à  très  peu 
près  égal  à  8n,  on  aura  entre  J'v  et  J'v'  l'équation 
ordinaire  de  condition 

En  faisant  i=s  i3  dans  les  formules  du  n*  9^  oii 


aura 


R=MWc»cos(i5»'«— 8»<+  iSZ—S»— 5») 
4.  MWc<c'cos(i5/i'<—  8n<+  i3i'— -8»— 4®— a*)) 
-f-  MWe»c'»co8(i3»'<— 8ni-l-  iSZ—Sé— 3a— ao') 
+  MWe*e"cos(  1 3n'<— 8»<  -|- 1 3«'—  8«'—  20— 3»') 
4-  MC«Be'<cos(i3n'<— 8/i<4- 13«'— 8«— «— 4»')  - 
+  M»>e'»cos  (1 3«'< — 8«<  +  1 3»'— 8f — 5»') 
-f-W«»VA»cos(i5»'<  — 8/KH-  i3e'— *8f  — -3« — ail) 
+Nt'Ve'A«cos(i  3/ï'«~8»«-hi  3^— 8r-W— a'— ail) 
-f-NWee'«A*cos(i3n'<— 8n<+i3<'— 8«— 0— ao'-all) 
-f-NWe"A*cos(i3«'«— 8n<-f-i38'— 8«--3»'— an) 
-f-N<«eA*co8(i3/i:<— 8ra<4-i5»'— 8«— a  —  4II) 
-f-N»>e'A*cos(i3/ï'<— 81K  +  i3«'— 8«— »'— 4n}. 

et  Ton  trouvera 
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m'.     I  («•) 


o^MOrs     -^   l  4067403*1   -Mo43368« -^+io3ao8*«  — î— 


«^(•)=— ^   WaSTCgaiVVi  106667» -^+io9i7»«»-2i 


5'47-*  ^îfr-+  "«•* 


<!«>    ^ <i«4 


s-(^'-^-' 


djf^         -^-iv'^ 


+  538...  -^  +  ..9.^  -3^+  .'  -3^^ . 

«'MCOss— -^   \^ 4730917*1  +n4o9!>6«-gi"4.i»i948««.^ 
d»*?»  rf4i<«  rf.i?>\ 

-i'MW=     ^  \^49aMi5*i  +I3Il3fl6«-^^.|»8770«•-2JÏ- 
â.**'>  d4i«  d.4«\ 
+  587o..-^  +  .rf.4 —î. +..  _î.^. 

»'/     <»>      4*'     ''•*^'  -'^'-^ 

-'»<•>-  ¥^'»»'»*i  +'<^-ir +«8-t;H-' *!->/ . 
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Ea  comparant  entre  elles  les  deux  expressions  pré- 
cédentes de  R  y  on  aura 

mVP=  «'MCO^Sqos  5«-f.fl'M(0c Vco»  (4«+»')+fl'M(«)e V«co8  (3<»-hai»0 
-f.  a'MCaie'c'îcos  (aaH-î»  )-*-a'M<Occ'4cos(»+4«0+«'M<«)e'«cos  5»' 
HUa'N(«)e8x»  cos  (3«H-an)-|-«'N(0e«A*co»  (a*  -f.  •'-»-  aH) 
-f-  «'N{»)w'»x»co8  (9  4-  WH-  an)  H-  «^(»  V«x»coi  (  V+  an) 
H-  «'N<4)ex4  coa  (•  -f-  4n)  -»-  a'NC'^x^co*  (</+  4n)  ; 

et  pour  déterminer  P  il  suffira  de  changer  dans  cette 
équation  les  cosinus  en  sinus. 

En  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  les  exprès* 
sions  de  «Te  et  de  i'v^  on  aura  la  partie  la  plus  sen- 
sible des  inégalités  de  la  Terre  et  de  Vénus,  résultant 
de  leur  action  réciproque  et  dépendante  de  l'angle 

Ce  calcul  n'a  de  difficulté  que  son  extrême  lon- 
gueur* C'est  à  M.  Aîry,  savant  professeur  de  l'Univer- 
sité de  Cambridge ,  que  l'on  doit  la  découverte  de 
riûégalité  précédente.  H  est  remarquable  que  la  prin- 
cipale partie  du  coefficient  de  cette  inégalité,  qui  $*é- 
lève  à  près  de  5"  pour  Vénus,  et  à  3"  seulement  pour 
la  Terre,  résulte  des  termes  dépendans  de  l'inclinaî^ 
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son  nratuelle  dm  orbites^  termes  que  Toa  a'avait  pas 
suffisamment  considères  jusqu'ici»  et  parmi^  lesquels 
on  avait  même  cru  pouvoir  négliger  tout-^-&it  ceux 
qui  renferment  les  puissances  des  inclinaisons  supé** 
rieures  à  la  seconde.  Les  termes  qui  dépendent  unique* 
ment  des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte,  en  vertu  de  la  position  actuelle  des  péri- 
hélies des  deux  planètes ,  que  leur  ensemble  ne  four^ 
nit  qu'un  résultat  à  peu  près  insensible.  On  voit  par 
cet  exemple  qu'il  était  nécessaire  de  donner  au  dé- 
veloppement de  la  fonction  R  toute  l'étendue  à  la'^ 
quelle  nous  lavons  portée,  et,  en  même  temps;,  que 
nos  formules  suffisent  jusqu'à  présent  à  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter. 

45.  Dans  le  chapitre  IX  du  livre  II  nous  avons  donné 
les  expressions  des  inégalités  du  rajon  vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  de  m,  en  portant  Kap- 
proximatîon  jusqu'aux  premières  puissances  des  ex* 
centricités  et  des  inclinaisons;  ce  qui  suffit  dans  la 
plupart  des  cm.  Au  pMjen  des  formules  précédentes, 
on  paurni  pousser  les  approximatiotis  «usai  loin 
qu'on  vendra;  et  nous  avons  donné,  en  particaKer^ 
l'expression  dea  ternes  dépendans  du  carré  dea  ex** 
centricités  et  des  indinaifions^  et  œUe  des  deux 
grandes  inégafitéa  de  Jupiter  et  de  Saturne,  eu  tenant 
mémo  compèe  des  termes  du  cinquième  ofàre^  U  est 
me  que  les  besoins  de  l'Astronomie  exigent  da^ 
vantagB  ;  on  anra,  en  tous  cas,  reoemrs  aux  formulée 
générales  y  et  les  coosidératiomi  qui  obligeront  de 
calculer  quelque  inégalité  nouvelle ^  serviront  à  en 
ftcilker  la  déierroinatàoa«  Les  diverses  in^alit^  de 
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r,  sf,  Sf  ainsi  caiculées^  s'ajouteront  l'une  à  l'autre^en 
vertu  de  ce  que  les  équations  qui  les  déterminent  sont 
linéaires,  et  Ton  aura  pour  le  rayon  vecteur,  pour  la 
longitude  et  pour  la  latitude  dans  l'orbite  tro*u- 
blée , 

r  +  J'r,    i^  +  cTi^ ,     s  +  J's, 

oiir^VfS^  désignent  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et 
la  latitude  dans  Torbite  elliptique,  et  J'r,  J'y,  J's,  la 
somme  des  inégalités  dont  ces  trois  expressions  sont 
affectées.  Ces  trois  dernières  quantités  seront  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  : 

m'kl^^li{n't^  nt  +  ê'  —  ê)  +  gnt  +  ge  +  h], 

g  étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro ,  et  k 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
Tordre  g,  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre, ^  etc.,  unités. 

.  En  effet ,  il  résulte  des  lois  du  developpement.de  la 
fonction  R,  et  des  formules  qui  déterminent  les  iné- 
galités planétaires,  que  si  une  inégalité  dépendante 
d'un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  parmi < les  termes.de  Tordre. g-,  elle  ne  se 
présentera  plus  ensuite  que  parmi  les  termes  de 
l'ordre  g  +  a,  g-+-4>  etc.,  et  ainsi  de  suite.  On 
pourra  donc  juger  facilement  à  quel  ordre. appartient 
une  inégalité  dépendante  d'un  argument  donné. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices  m',  m",  etc., 
produira  des  termes  semblables  aux  précédens,  et 
la  réunion  de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  corn- 
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plète  du  rayon  vecteur  de  m  et  des  inégalités  de 
son  mouvement ,  soit  en  longitude ,  soit  en  la- 
titude. 

Dans  Tun  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  résultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mules précédentes  y  relativement  aux  sept  planètes 
principales^  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisante ,  la  détermination  de  leurs  principales  iné- 


■fV,    V.     , 
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CHAPITRÉ  IT. 


Inégalités  cèépmdantes  du  carré  des  forces 
perturbatrices. 

46.  On  est  quelquefois  obligé ,  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  l'avons  fait  jusqu'ici ,  et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
Ton  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for- 
mules du  mouvement,  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile ,  en  eflfet ,  d'obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d'une  planète,  lorsque  l'on  connaît  les  inégalités  cor- 
respondantes de  chacun  des  élémens  de  son  orbite; 
on  n'aura  pas  même  à  craindre  ici  que  la  compli- 
cation des  formules  nuise  à  leur  usage ,  parce  que  les 
considérations  qui  obligeront  à  avoir  égard  à  quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d'en  négliger  le  plus  grand  nombre, 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n**  61  du  livre  H, 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  grand 
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axe  et  du  moyen  mouvement  ;  eu  ayant  égard  aux 
termes  dépendant  4^  carre  des  forces  perturbatrices , 
déterminons  de  la  même  manière  les  Variations  coi^ 
rqspondantes  des  autres  elémens  de  l'orbite  ellip- 
tique. Pour  cela  ^  en  indiquant  par  /  les  variations 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  masses ,  il 
faudra^  dam  les  formules  qui  donnent  le$  variations 
d^  élém^ns de  lorbite  de  m  (n° 4^ >  ïi^ï'e  11)^  substî^ 
tuer  à  la  place  de$  élémens  que  ces  formules  renfer^ 
ment  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
cT^ ,  Ç ,  cTe ,  etc. ,  et  R  +  <f  R  à  la  place  de  R ,  en 
nommant  eTR  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à  celle  des  élémens  de  Forbite 
elliptique  que  cefte  fonction  renferme ,  et  dépendante 
simplement  de  la  seconde  pui^ance  des  forces  per*^ 
turbatrices  ;  en  sorte  qu'on  a 

■*-5?  ^  '^^^''-^di^^'-^d^^'^-^Zi'^'''^dP^*'^d^^''^  )  .  . 

Nous  avons  désigné  par  d'K  !a  différentielle  de 
la  fonction  R  prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée ,  et  sans  faire  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ;  lors  donc  qu'on  aura  substitqf 
à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  772'  leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leurs  orbites, 
augmentées  de  leurs  variations /^n  aura  la  difleren- 
tielle  rf'(R  +  cTR)  de  la  fonction  résultante,  en  diffé- 
fentfanl^  pai7  rapport  au  temps  introduit/ par  ks 
coondpnnéeà  dd  là  planète  troublée  et  par 'leurs  va^ 
lûliàofiy  sans  £&ire  varier  le  tômps  dépitedaÂI  dès 
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coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  ou  de  leurs 
yariàtioûs,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n®  60 
livre  II.  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc- 
tion R  -f- J^R  relatives  aux  élémens  de  Torbite  ellip- 
tique y  qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  ces  élémens  ^  pour  montrer 
comment  on  les  obtiendra ,  désignons  pour  un  mo- 
ment par  R  cette  fonction ,  et  par  a  =  a  4- cTa  lun 
quelconque   des   élémens  de    l'orbite    de    m    aug- 

mente  de   sa  variation .  -^   sera    la  quantité   qu'il 

faudra  substituer  à  la  place  de  -j-  dans  les  for- 
mules du  n^  4^  ^^1  Wwe  II  »  lorsqu'on  aura  égard 
aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses ,  mais 

il  est  clair  que  la  valeur  de  -=^  est  égale  à  celle  de 

da 

-j- ,  dans  laquelle  on  substituerait ,  a  la  place  des  élé- 
mens de  l'orbite ,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  quon  aura 

^ ^  j-  J^   ^ 

dâ.         dâ  '^      '  dâ* 

Or,  d'après  la  valeur  précédente  de  SR,  il  est  aisé 
de  voir  que  l'on  a 

A  <fR d.iK 

"^^d^  —  ^d^' 

la  différentielle  de  «TR  relative  à  a  devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante  a  introduite  par  la 
«ubstitution  des  valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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de  m,  et  en  regardant  comme  constante  celle  qu*in- 
troduisent  les  variations  de  ces  coordonnées ,  ainsi 
que  celles  des  coordonnées  de  la  planète  pertur- 
batrice m^ 

Il  faudra  donc^  pour  avoir  égard  aux  termes  Hé* 
pendans  du  carré  des  masses ,  substituer  dans  les  for- 
mules du  n""  4^9  livre  II ,  à  la  place  des  élémens  de 
l'orbite  de  m,  que  nous  supposerons  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  leurs  valeurs  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désignerons  par  la  caractéristique  J\  et  mettre  ensuite 

R  +  cTR  à  la  place  de  R,  ^  H — ^   à  la  place  de 

-^  ,  et  de  même  pour  les  différences  partielles  rela- 
tives aux  autres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même 9  on  différentiera ,  par  rapport  à  la  caractéris-^ 
tique  J",  les  formules  du  numéro  cité,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  /R , 
relatives  aux  élémens  de  l'orbite  elliptique  de  m ,  on 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  J^a  p 
'^,  S^o! y  etc.,  qui  entrent  dans  Texpression  de  /R, 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  y=-^,  on  trou- 
vera 

da=  2a'  {d'^K  -h  4ad'K/d'R) ,  (i) 

-..a'ndt{^  +  a^fd'K)  ^  (,) 
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_^S!^ngEE(i^^a^fd'K)  [(5) 


Enfin ,  la  formule  (4)  du  n*  61  du  livre  II,  en  ob- 
servant que  Ton  a 

donnera ,  pour  la  variation  du  moyen  mouvement , 
rfÇ  =  ~  ^andtfd/^Yi  +  |a»m/f  (/rfH)*.      (7) 

Dans  les  formules  précédentes ,  il  fendra  substituer 
à  la  place  de  i'e  sa  valeur  déterminée  par  l'équa-* 
tion  (3)  du  n**  4^  du  livre  II  ;  et  en  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  des  élémens 
de  l'orbite  elliptique,  dépendantes  du  carré  des 
masses.  Nous  n'avons  pas  effectue  ici  cette  substitu- 
tion, qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté, 
^fin  de  ne  pas  trop  compliquer  les  formules. 

47*  Si  de  même,  dans  la  valeur  (a)  de  ^R,  on  rem- 
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place  les  Torîatîoaà  finiei  des  éUm^m  dtds  o^it(es  éb 
m  et  de  ht'  par  leurs  Valeurs  donniées  pat'  là  prëiHJè^ 
approximation,  oii  poui^a  développer  lexpr^s^on 
résultante  en  séné  de  sinus  et  de  cosinus  dangles 
l^'b^pôrtîtttinels  aux  ttojéhs  rtréuVisniens  des  deùx'pîà- 
tièftes,  de  la  liiénie  ttîànîère  qu'on  à  développé  la  foriSr 
lion  Rdëjjéridànledela  pî'emîèrè  Jiîuîèfeà'nice  desttksséèj 
mais  y  dans  certains  cas,  il  sera  |>référaft).le  de:  dér 
terminer  la  variation  J^R  de  la  manière  suivante. 

Au  Keli^ë  regarder  R  fcortinie  ùttte  A)nctîbrl^S 
élémens'des  orbites  de  ni  fet  4e  m'i  et  du  temps  jf ,  pa 
peut  considérer  cette  quantité  dans  l'état  6ù  elle  est 
donnée  par  l«s  fômiulés  du  inô^ehiéHt  trttûblé  \ 
€*4èst-à^ire  oonattiie  fonction  d^é's  c^ô^rdôntléeâ  déttL 
plaoïète  troublée  et  de  la  plaàète  >iStrtài^ba1tiÉë.  Si 
l'on  désigne  doue  respectivement  par  r,  i/,  i,  le  rfe^tMi 
vecSèùr,  la  longitude  et  la  latitud<ed<e  /i^klèrtssoîi  br- 
Inte  èlfipti<((iâe,  e^p^r  S'ty  bTv  et  cT^  lies  parties  dé  eed 
cooi^onudes  du^  à  ractîon  dies  (bn^fes  pe]^lttt*lyat#îccà , 
ttfrxlépendfàia^ésde  la  première  pui^sïineé  de  ces  forcés, 
qb'on  désigne  pafr  les  mêmes  I^ttrèfs  aléfèèiitiiées^  \éh 
ijuànkités  kîortrespôttdântes  relâtivl^s  à  W,  ott  aura 

La  première  approximation  par  les  formules  dé^ 
veloppées  sott  dans  le  livre  II ,  soit  dans  les  chapîtrei 
pnfcédens,  fera  connaître  les  valeurs  de  S^r^  J^^,  iS^^p 
exprimées  en  suif  es  de  sinus  et  de  cosinus  des -moyens 
monvemens  de  m  et  de  m^>  ordonnées  par  rapport 
abx  poiâsaoceft  et  a*x  ^odvitt  des  eicbeatricités  et 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Noos  ayons  :dc»iiië, 

dans  le   n''4y  1^  moyen    d'obtenir  les  valeurs  des 

différences  partielles  t^  ,  ^ ,  -j-^  exprimées  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  cTR  correspondans  aux  term^es 
que  Ton  aura  considérés  dans  chacun  des  facteqrs  des 

produits  -n^^f  2~  ^^f  T  ^^  *  ^^^  cette  fbûction 
renferme.  Il  en  serait  de  même  relativen(ient  aux 

produits  ^  J^r',  -t-*^^\  T'^"^'    ^*  ^^   ^^^  facile, 

par  conséquent,  de  distinguer  tous  les  termes  de  cTR 
qui  dépendent  d'un  argument  donné,  et, de  tel  ordre 
qu'on  voudra  par  raf^ort  aux  excentricités  et  amx 
inclinaisons. 

.  On  aura  les  termes  correspondans  de  éfVR  eu 
différentiant  par  rapport  au  temps  t  ^  introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  cTr,  cTp,  S's  y  et  en  regardant  comme 
constant  celui  qui  dépend  des  coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  /r',  J^i^'  et 
i'sf  \  enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  différences  partielles  de  ^R  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  différentiant , 
par  rapport  à  ces  élémens,  Texpression  {h)^  sans 
faire  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  des  variations  J^r,  JV ,  cTt^,  etc. ,  confor-^ 
mément  à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  dé  terminera  donc  de  cette  manière  les  iné-r 
galités  des  élémens  de  l'orbite  de  m,  dépendantes  de 
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la  seconde  piiûsaoce  des.  forces  pertorbatrices ;  et 
«n  introdâisant  ces  éLémeus  corrigés  de  lears  va*^ 
riations  ainsi*  obtenues  ^  dans  les  formules  du  !naou«- 
vement  elliptique,  on  aura  les  inégalités  correspoiir 
dantes  du  rayon  vecteur^  de  la  longitude  et  de. la 
lalitnde  :,  toutefiois  ^  comme  les- termes  dépendans  du 
carré  des  masses  sont  en  général  très  peu  considé- 
rables, on  naura  besoin  d  avoir  égard  qua  ceux 
qui ,  par  l'effet  de.  quelque  circonstance  .particulière, 
peuvent  devenir  isensibies.  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de.  m'  un  rap*- 
port  tel  que  i'n*  -—  in  soit  une  très  petite  quantité , 
i  et  r  représentant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  les  inégalités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses ,  dans  les 
mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes ,  se- 
ront, toutes  choses  égales  d'ailleurs,  les  inégalités 
qui  auront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité.  ♦ 

Or,  les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'  renferment  des 
termes  dépendans  de  l'angle  Cnt-^int,  et  qui  ont 
(iW  — iny  pour  diviseur;    en  les  combinant  avec 

les  termes  des  .différences  ^  ^*  ^  «  M"^  dépendent 

du  même  argument,  il  en  résultera  dans  /Ç  des 
termes  dépendans  de  l'argument  !i{i'n't  —  int)  ^  et 
qui,  à  cause  de  la  doublé  intégration,  seront  .af- 
fectés du  diviseur  {i'n!  --^  iny,  et  dans  les  variation^ 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépen* 
dans  du  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  di* 
viseur  {i'n'-^inf.  Ces  derniers,  termes,  quoique  sous 
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ee  rappoM  àioins  coiiskiot*aMés  que  les  preraiBiB  ^  peib' 
vent  oepifcndant  produire^  «lanë  les  exjlnressiôns  des  es- 
<»atidoitéset'de8  longitudes  des  féviUéLwsÇ  des  in^^- 
litës  très  sensibles^  et  qui  même  eu^^pa^rôtît  délies  da 
mojreii  mduvêxiieikt,  si Ibs^xceMrrcités  de  met  de  M 
«ont  trèS'petilbes ,  parte  vpie  lenrscpeiffibilsnsberbAtd^uii 
<>r4i^e  moins  élevé  relatiyenDent  aux  eacoeotriciteB  et 
aux  inclinaisons^  Cette  remarque  est>analogiie  à  célie 
que  nous  ayons  Êtite  li"*  36  jiar  rapport  aux  ia^p^ 
lites  dépendantes  de  la  .première  puissances  dès  fonosç 
perturbatriceb. 

Les  expré^sipns  de  J^/i,  eTe  ;  ete^ ,  renfevmeDt  des 
termies  dépeiidans  de  Targumeiit  {n't-^mty  et  afieô- 
tiés  du  diTÎiseur  fiil  -^^  m;  en  lies cdmbÎBaht  donc  arec 

lés  termes  de  ^ ,  j-,  etc,  dépendans  du  même  an- 

glë^  il  en  résultera,  dans  l'expression  du  moyen 
mouvement rdes  termes  dépendans,  comme  les  pcé* 
cédenSy  de  l'argument  2  (i!n!t  —  m^),  et  qui  auroitt 
{i'n^r^iny  pour  diviseur,  et  dans  l'tapresiion  des 
antres  élémens  de  l'arbitis  de  m^  des  .termei»  relatif 
au  même  àbgle,  mais  affectés  seulement  du  diviseur 
[Vn' —  inY;  cependant,  il  faudra  encore  avoir  égard 
à  CCS  termes  y  prihcipalidment  dans  les  expressions 
des  variations  des  excentricités  et  des  périhélies  ^  par 
la  mêtfie -raison  que  préeédemmbnt. 
'  Etifin,  si  l'on  cspnsidère  Itô  termes  de  la  fpno 
tioh  «TA  qui  dépendent  simplement  de  Targumenl 
i'nft-^mt},  il  est  aisé  de  voir  ^u'il  en  riésultera  dans 
J^^ ,  par  la  double  intégration  q^te  cçs  termes  subis* 
^nt,  des  inégalités  qui  n'auront,  il  est  Wâî ,  pour 
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diviseur  qne  I4  quantité  (^'V — «n)*,  mais  ans^i  qui 
seront  simpjiein^ilt  de  l'ordre  i'--^  i  relatÎTisatent  auk 
eKentricités  et  aux  incliDaisods  ^  tandb  q^Q  \e$ 
ioégalttéb  relatives  à  l'angW  ^(i'n't — iné)^  qtA  $orlt 
affectées  du  diviseur  (/V — in^,  seront  de  Tondre 

Ii0^âq^'oa  n'a  égard  qu'à  la  première  puissatiqe  d^ 
forces  perturbatrices,  l'expression  du  moyen  mouve? 
ment  est  là  seule  qui  contienne  des  inégalité^  dépend 
dautes ,  comUie  ks  pré^rédentes^  de l'afigle i'n't-^int^ 
et  ayant  {Vn' —  inY  pour  diyiseur  5  et  c'0$t  elle^  par 
iconséqueiity  qui  fournit  alors  la  principale  partie  df 
la  Tianatioa  de  la  longitude  moyenne  ;  mais  tOQ« 
les  élémei^s  de  Torbite  pourront  contenir  des  ioé^ 
galités  semblables  parmi  celles  qui  60nt  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice •  Gn  efiet^  pouf 
les  obtenir  9  il  suCBra  de  combiner  dians  «TR  le$ 
termes  dés  variations  de  J^a^  j'Cp  ettc^  qui  dé- 
pendent de  l'angle  Vn't  —  int^  et  qui  $ont  divisés 
^i'n'  ^^iHf  avec  les  parties  Constantes  de$  diffé- 
rences 5-  f  ^  ï  etc.  j  il  en  résultera  évidemment , 

par  l'intégration  dans  ia ,  ^e,  etc. ,  des  ini^alités  re- 
latives au  même  angle ,  et  qui  auront  {Vnl  —  in)* 
pour  diviseur.  Ces  termes  seront  donc  comparables, 
«0U8  tous  les  rapports  9  à  ceùi:  qui  leur  correspondet^t 
dans  l'expression  du  moyen  mouvement;  et  il  ne 
sera  pas  permis  de  les  négliger^  du  moment  qu'on 
^iti  reconnu  la  nécessité  d'avoir  égard  à  ces  derniers 
termes» 
Us  différentes  inégalités  que  nom  vepotis  dlm^ 
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cliquer  sont  celles  qui  résultent^  dans  les  expressions^ 
des  variations  des  ëlémens  de  Torbite  de  m  dépen- 
dantes du  carré  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion eTR  et  de  ses  différences  ;  raais  il  est  clair  que  les 
autres  ternies  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  langle  i'n't — int^ 
et  ayant  pour  diviseur  (iV  —  //i)',  et  des  inégalités 
dépendantes  du  double  de  cet  angle ^  et  divisées  par 
(îV — m/,  {Vn'  —  inf  o\\  {Vn' — m).  Pour  les  dé- 
terminer^ il  suffirait  d'examiner  avec  soin  les  différen- 
tes parties  des  formules  générales  (i),  (2)  etc,  ;  mais 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu'on  en  tienne  compte  y  que  dans  la 
théorie  de  quelques  planètes  ^  il  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque  cas  particulier,  selon 
l'importance  qu'il  présentera  :  les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  conlri- 
bueront  toujours  à  faciliter  ce  développement. 

49.  C'est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à  te- 
nir comjite  des  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliquer 
aux  inégalités  de  celte  espèce  ,  qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes,  les  cod- 
sidérations  précédentes. 

Occupons-nous  d'abord ,  parce  que  ce  sont  les  plus 
faciles  à  déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
Me  de  l'argument  de  la  grande   inégalité,  et  qui 
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ayant  pour  divîseqr  la  très  petite  quantité  (5»' —  ^ny, 
peuvent  acquérir ,  par  cette  raison,  une  valeur  seil* 
sible,  quoiqu'elles  soient^  comme  on  le  verra,  du 
second  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice, 
et  du  sÎTcième  a  Tégard  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons. Les  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l'expression  du  moyen  mouvement. 
Reprenons  donc  la  formule  (7) ,  et  supposons  que 
772  représente  Jupiter,  m'  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à  m ,  marquées  d'un  accent ,  dé- 
signant les  mêmes  quantités  relatives  à  7h%  en  inté* 
grant ,  on  aura 

J^Z  =  —  5an/dt/d'J'K  +  ^-Ç^fdt  (fd'Ky. 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  cette 
expression.  En  n^ajant  égard  qu'aux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  on  peut  supposer,  d'après  ce 
qui  précède. 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R  qui  dépendent  de  l'angle  5n't  —  ant, 
soit 

R  =  wi'P  sin  {'m't  —  ^nt  +  5/-»  •)  -h  m'P'cQs  {5nU  —  2nt  +  5i'—  ai)  5 

d'où  l'on  tire 

-— = — am'Pcos  (5/i'ï  —  aui«  +  Si'—  ai)  H-  am'P'iin  {5n'«— a/i«+5i'— ai)] , 
— -  =      Sw'PcM  (5/i'ï  —  an«  -h  5/—  at)—  S/m'Fsih  (5/»'t— a/ii-fSf'— at)] , 

et  par  suite 

/  R  =.  m'(5{;'—  a(;)[Pco8  (5n't  — a/i  f+5i'—  ai)— F«in  (5/i'£— a/if-f-Si'—  ai)] . 
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Pour  avoir  la  différentielle  d^J'K,  il  faitl  faVeT^- 
rîer  dam  cette  expression  ^etni;  mais  on  peut  i^je- 
ter  d'abord  la  partie  dépendante  de  la  différentielle 
de  Ç",  parce  cpi'il  n'en  résultera  dans  /^  que  des  ter- 
mes relatifs  à  Tangle  2  {5n't  —  aM)y  ayant  (5n! —  mj 
pour  diviseur;  on  trouvera  ainsi 

-^^=p2m'(5Ç'— a4:)[P«in(5/i'(-*2ia-f.V--ai)-|-Pco«(5ii't--a/»i+5f'--îi«)]. 
On  a  d'ailleurs  (n*  56) 

et  au  mojen  de  Téquation  Ç'rr: — .^^^.^^  on  en 
conclut 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  preoé** 
dente,  on  trouve 

^.crR_      6w^»n»a  /5m  V^-^-im  \/â'\  i    (P'»-P»>iti2(5/«'/— a«t-h5/-îii)i 
ndt         (5/i'— a/i)*\         m  Va'         /  l— aPP'co«'a(5«'t-a/i«-^5/— ai).  / 

on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

_  ç^m'^n^a-   /5mV/;7.^-amVÂA  f     (P'-— P>)sina(5/i'r-2/i«-f-5t'-2f)i 
^         a(5/»'-a«)4V         m'l/«"^  yl— aPP'co»a(5«'f-artf-+.5i'^af).     1 

(Cette  inégalité    doit    être    ajoutée    à   la   longitude 
moyenne  de  m  dans  l'expression   elliptique  de   h 

longitude  vraie.  En  la  multipliant  par ^V^    ^^ 

faisant  ^  =  -f,  on  en  conclura  pour  la  valeur  cor- 
respondante  de  /Ç', 
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5ot  Considérons  maintenant  Tinégalitéde  /{f  relative 
à  l'angle  2(5/i'^  —  2n^),  et  qui  a  (5/i' —  2/1)*  pour  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  résulter, 
i"*.  de  la  partie  de  J^R  que  nous  venons  de  considé- 
rer,» 2».  du  deuxième  terme  de  la  fornfiule  (7);  5*,  de 
la  partie  de  J^R  qui  dépend  de  la  variation  des  élé- 
mciiaa^  fflt  ^>  «te.,  des  orbites  de  m  Qt  de  rrj(.  Déter- 
minons successivement  les  différentes  parties  de  cette 

■    inégalité. 

|j expression  de  cTR  donne,  en  différentiant  par 

'     rapport  à  Ç  , 

rf'.  «TR  =  ^m'dZ  [P'siti  (5/i'«  —  a/it  -*-  Si'—  ai)— P  co«  (5/i'<— iMi(-f-5i'—  a«)l, 

I     et  en  substituant  pour  dt^  sa  valeur, 

j{  ^  _    ûm'^na     i     (P^  —  P%)  §in  a  (5«'«  —  2««  +  Si'  —  a«)  1 

ndt       (5n'  —  a/î)' l  —  aPF coi  a  (5/i'f  —  a/if  -4-  />•'  —  at).  J 

et  par  suite 

*^  ^  d(Sn'— a/i^^'l— aPP'co.  a  {Wt  —  a/if  -f  5/  -  ai;.  I 

Supposons  maintenant 

/Ç  «  I  a^Mfdi(/d'Ry; 

f    la  y^leur  précédente  de  R  donne ^  en. la  différen- 
*     tiant, 

jj    et ,  par  conséquent , 

/^^^=-5^'',^"„CP«m  (5n't-a/.t+6i'-a.H.P'coi  (5ii'f^îi«(:+.5,V?«)]- 
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En  élevant  cette  valeur  au  carré,  et  en  rejetant  les 

ternies -non  périodiques,  on  trouve 


et  par  suite 

^  ^  ^(5/1'—  2/1)^1  —  aPP'  co»  a  (5/ï'ï  —  ant  -4-  5/  —  ai),  / 

Cette  inégalité ,  jointe  à  la  précédente,  donne  la  sui- 
vante :  . 

^  ^  2'(5«'  *-  an)"» *  l  —  aPP'  t!oâ  a  (5rt'«  ^  a/i«  -f.  5«'  —  ai).  1 

On  trouverait  pour  l'inégalité  correspondante  rela- 
tive à  m\ 

F  ~  a  (5//  —  2/7)^1  -  aPP'  C08  a(5rt'«  —  ani  -f.  5«'  —  t).  / 

Ces  deux  inégalités,  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre , 
par  rapport  aux  excentricités  et  4ux  inclinaisons , 
puisque  P  et  P'  sont  au  moins  du  troisième;  maïs 
ces  dernières  inégalités  n'ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5/i'  —  2/1 ,  tandis  que  les  autres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement  beaucoup  moins  considérables , 
et  Ton  s'est  dispensé,  jusqu'à  présent ,  d^y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  {5n! —  nrCf  devant 
fournir,  en  effet,  la  principal^  partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à  l'angle 
2  {Mt  —  ^nt). 
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Si.  Supposons  maintenant 

60  faisant  abstraction  des  termes  de  /R  qui  sont 
relatifs  à  la  variation  des  élémens  de  Torbite  de  m\ 

Les  différences  partielles  ^  dans  cette  expression , 

ainsi  que  dans  celle  de  J^ê ,  doivent  être  prises  en  re^ 
gardant  n  comme  constant  (n^  4^  f  livre  II). 

Si  Ton  substitue  pour  J'a ,  J'e,  Se  et  cTo)  ^  leurs 
valeurs  données  par  Tintégration  des  formules  du 

vl  4a  y  livre  II,  en  observant  que  ^  =^  ~^>  «t  pour 
j-,  —,  Spf  Sq^  leurs  valeurs  données  n<>  4i  ^^ 
trouvera 

Supposons,  comme  précédemment, 

R = m'P  am  (5///  —  a/it  -h  5^—  ai)  -H  j^i'F  co«  (5/i'«  —  ^nt  +  St'  —  at). 

£d  fai|$an:t,  pour  abréger,  5i%'^-^a^^+5/— «aissa,^ 
l'expression  de  Hk  preadra  cette  forme  : 

ToKE  m.  i4 


Digitized  by 


Google 


010 


/R==- 
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sin  «4- 


—  [P'tirtA  — Pcô» 


.(i-V/T^)'i 


-T-  cos  *  I  (t  sin  «  +  P'  cos  *) 


^+1  T-  sinet-f-^cosflt  |(P8inflt+l^' 


cos«t;f 


-r-Sinlff-  -=— cos*        ('-r-COSflt r— 8111  «t  1 

.£/».               ^a»            J  \de                 de         y 
-—  cos  a r^  sin  «t  J 1 


f  rfP  .        .   <IP'  T 


4JF 

cos  « —  -T-^  Sin  «t 


Slll«t*f-TîrC08lt 
SiIldtH — T— COSflt 


-r^etkk*— *3-siti« 


m'*anh 


râp 


dp 


8in«t-#--T-co8«t 


«/p 


4^ 


iw-î/iW7î^'i  f^*"-    .i.^P'     V^  1     ^ 


m'*an\ 


[P  cos  <£ —  Psin  «I  f  - 


dP 


d^". 


-j-  cos« J— «n 

dx  dx 


(5/i'-a«)V/i-<»*'  1+ T^  sin  «4-^  cos  «1  (P»m*4-  Pcos 


■'! 

Si  l'on  opè^è>  dans  cette  expression ,  les  lAtiltiplica- 
tions  indiquées ,  ou  verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à  une  qUiSintité  tonslaute ,  de  sorte  qu^  la  fonc- 
tion J'K  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l'angle  5a(5>î'i  —  ^^t)  intrtMluit  par  la  yaria- 
tion  des  six  elemens  de  Torbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  réâttlCçit^^ii^ait  lïen  relativement  aux  élé-- 
mens  de  l'orbite  de  rr^,  ce  qui  tient  à  ce  que  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  cTA  peuvent  prendre  ^tlaas  les 
deiix  cas, la  forme  générale  K  (M/Nûfe  : —  N/Mûfe), 
K  étant  un  coefficient  constant. 

PoW  avoir  la  diffe\-éntietle  de  d^^^  il  fàttt  âiÊé^ 
rentîér    l'éxprc^ion   préc?éÔe«i1?e   «par    rapport   mx 
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seules  quantités  relatives  à  la  planète  m,  c'est-à-dire 
4i'après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée ,  qu'il 
faudra  ne  faire  varier  le  temps  t  dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  £  ]  qu  autant  qu'il  est 
Tnûltipilié  par  n^  et  différentier  ccMnplètenient  les 
fitcteurs  compris  entre  les  parenthèses  (  )  »  et  qui 
^âont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
planète  troublée.  Dans  les  deux  cas,  cette  expression 
devient  identiquement  nulle,  en  sorte  que  les  varia- 
tiofte  diu  ^and  axe,  de  Texcentricité,  de  l'indinai'^ 
'SOn ,  des  longitudes  de  t'époque ,  du  périhélie  et  du 
Ticeudde  Torbîte  de  la  planète  troublée,  n'introdui-» 
«entdarïs  la  ibnetion  d^é'R  aucun  terme  constant,  ni 
«Lucun  terme  relatif  à  l'argument  ai(Mt — ant).  H 
i9erait  6Eicile  d.e  s'assurer  que  le  même  résultat  a  liev 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice.  Il  en  résulte  que  le  moyen  mouvement 
de  m,  de  même  que  celui  de  m!,  ne  sont  assujettis,  en 
vBriu  des  mêmes  variations,  à  aucune  inégalité  crois- 
-sante  comme  le  carré  du  temps,  ni  à  auoiine  inégalité 
à  longue  période  dépendante  de  l'angle  2(5n'< — mt); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
4e  Jupiter  et  de  Saturne,  le  beau  théorème, de  Vins^a- 
riabilité  des  grands  axes  et  des  m/ojrens  meuvemens 
fismétmres^  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice ,  que  nous  devons  à  M.  Poisson , 
et  dontr  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  lé  n*'  60  du  livre  II  (*). 

'"'  i    '   ■  ■■.■>■  ■        .  t   .      .  ■ — ■  ■        ■  I 

(♦)  M.  Poisson  avait  conclu  (Me?noï>è5  ds  V Académie, 
coitee  1^  )  que  le  fii9&me  résidtat  stifbéiste  encore  en  portant 

i4*« 
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Les  expressions  de  ^Ç  et  de  J'Z*  ^^^  renferment 
donc  aucune  autre  in^alité  dépendante  de  languie 
!i(5n't  —  2nt),  et  ayant  pour  diviseur  {5n'  —  an)\ 
que  celles  que  nous  avons  déterminées  n""  5o.    Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables ,  et  qu'il  sera  facile  de 
développer  d'après  l'analyse  précédente.  Mais>  comme 
on  peut  s'en  assurer^  ces  inégalités  seraient  absolu-^ 
ment  du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouveaient^  c'est-à-dire  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  et  du 
sixième  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites,;   et  l'on  pourra   les  négliger, 
comme,  nous  l'avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre ,  et  relatives  au  même  argument ,  qui 
ont  {5n!  —  2nY  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen* 
serons,  par  cette  raison,  d'en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. 

52.  Considérons  les  variations  des  excentricités  et  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  au  même  argu- 
ment. Pour  simplifier  les  formules,  nous  n'aurons 

l'approximation  jusqu'aux  ternies  du  troisième  ordre ,  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices ,  maiis  il  a  reconnu  depuis 
qu'il  avait  donné  trop  d'extension  à  son  analyse.  L'expression 
différentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre,  relativement  à  ces  for<;es,  et  le 
demi-grandaxe  en  peut  contenir  qui  soient  seulement  de  l'ordre 
de  leur  carré  ;  en  sorte  que  le  théorème  sur  l'invariabilité  des 
grands  axes  n'a  plus  li«u  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice  :  nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
théorie  de  la  Lune.  {Mémoires  de  f  Académie,  tome  XIII.) 
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égaLvd  qu'à  k  partie  de  ces  variations  qui  est  de  l'or-** 
dre  le  moins  élevé  possible,  relativement  aux  excen-^ 
Iricités  et  aux  inclinaisons»  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement     - 


, andi  /d.êK fe  dK\ 

e\^  e'  dm  )  ^ 


dcûs=z 


andt  /d.m, /fe  £R\ 

e      \  d^  e*dej' 


(c) 


Déterminons  d'abord  les  inégalités  relatives  à  lan^ 
gle  2  (5n't —  2nt),  et  qui  ont  (Sti'  —  any  pour  di- 
viseur. Elles  résultent ,  comme  on  l'a  vu  précédem- 
ment ,  de  la  partie  de  cTR  qui  dépend  de  la  variatioa 
des  moyens  mouvemens'de  m  et  de  m';  en  ne  consi^ 
dérant  que  ces  termes,  on  peut  supposer  (n""  49)  * 

les  quantités  P  et  P'  ne  devant  plus  ^'étendre  ici 
qu'aujp.termes.dela  fonction  R  relatifs  à: l'angle 
5n't"r-^  irU^  qui  dépendent  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricité^  et  des  in- 
clinaisons des  orbites. 

Pour  avoir  les  différences  partielles  — r—  et  -—^  ^  W 

^  dm  de     ' 

faudra,  d'après  ce  que  nous. avons  dit  n*46,.  différen- 
tier  l'expression  précédente  par  rapport  2l  g?  et  par 
rapport  à  e,  sans  faire  varier  les  constantes  intro- 
duites dans  cTR  par  les  variations  des  moyens  mou- 
vemens  nt  et  n't.  Tpvtr  cela,  d'après  1^  forme  de  cette 
expression ,  il  suffira  de  différentier ,  relativement  à 
ces  constantes,  les  facteurs  entre  les  crochets,  èn.'re- 
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gardant  comxïie  invariables  les  facteurs  cainftrîâ  intw^ 

parentlièses.  En  observant  qu'on  a,  par  le  n^  S6  y 

dm  "^      de  ^        dm  de  ^ 


on  trouvera  ainsi 


'^-f 


dP\ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (c) , 
et  en  intégrant  ensuite^  on  aura  les  inégalités  côrres- 
{)Ondanfes  de  J^è  et  de  cTe». 

Considérons  luaintenatit  la  partie  de  ^R  qui  ré- 
Suite  des  variations  des  autres  élémens  ^es  orbites 
de  m  et  de  m'.  Eh  n'ayant  égard  qu^àux  inéga- 
lités dont  nous  nous  occupons,  on  peut  Mtey  =  X^ 
et  en  observant  qu'oti  a 


(à) 


dp       rfP' 

«i.~~^  de  * 

dV  dP 
d0—       ^de' 

dV        .  dV 
d»'-~^  de'  ' 

dr ,dP 

d»"—^^de'> 

df         dv 

dit  *^^  dv  * 

df                dW 

dit  '^'^y  dv* 

on  peut  sui^ser  simplement 
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.  Pcfl»  .     ^  ap    '  T  /rfP  .    \  dP'       NI 

wiV'«'ïtf-TO«'n')  f  r<«>' .  dP         T  /JP  JF  .     \ 


Pour  obéçnip  lès  différences  -^  et  -^-^ ,  îl  fiiu>- 

dra^  comme  prëcédemxnêût;  di£Eëfeiitier  cette  ex- 
pression,  en.  faisant  varier  lés  fècïetir?  entre  les  cro- 
chets^ et  en  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
coi|iprl8  entre  pàveiilliàws.  ër  obseirrânt'qiie>^  d'âfSrès 


t^m—    de     »'^   d^' 

d*V              d'V 

dedm                 de                de^  -, 
d'V                 d^P 

dydm  T  "-  àpdy  * 

èyd»^    '.ikdy* 

dydfi~  dy  "*"^  rf>*  '    dydaT^     ,47    .  î'rf^»  ^ 
et  en  substituant  pour  J^e  sa  valeurJ(n*^  56)^ 

on  tfonvera^^  toute  rédacti<Ki  faite  ,■ 
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l      fie    de^        de     de* 
m'^ane  )      i  f/^/P'N»       /<fP\*"|   sin 


Vdi^"' 


-       ,-- j-'CO»2*. 


+ 


mn^i^n'e  fdP  rf*F         i/F    <f«P  ^ 
5//—  a»  WS^       rfc'  "de rfeV 
m'{m'an'hmt^n')e  /'dP  d*V  ^  dP[    d*P  \ 
5nf-^^n  \dy,dedy       dy    dedyj  ' 

de     de*  '^    de    de^ 

dP    dP*    . 
^  a  — ;— .— ï—  «n  a« 


Su'— a»  J         ede  '  de 

(d.eTR      ^edR\I  1      T/'dP'y       ^dPYl  co»  a* 

d0  ""  c  'dey-\  l.-^  L  V^"^/  "^  \d^/  i 


mro^g^»'^  /dP   d«P         dP^    d*F>v 
5r»'^/^'Wdtfd5"'^  dtf'    3id?y 

fi^tfw^fiwaV);  i^dP.  d«P        dP^^  d^P"  \ 

Sn*  —  a«  \d^    dedy       dy   ^dedyj  * 


Si  l'oa  substkibe  ces  valeurs  dans  les  formules  (c), 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joig^.Us^  illégalités  ré**- 
sultantes  à  celles  que  nous  avons  déterminées  précé- 
demment^ on  trouvera^  en  n'ayant pgard  qu'aux  |)ar^ 
tîes  non  périodiques^ 

-"^  (5n'-si«).*  V         m^i/âr         J   l      de  ■^*^"2rJ 

m^'g'n» t  T  dP"  ■  d«P        dP  d'F        dP^  ^  dHP        dP  d«P^  H 

"SV — a/ï  L.  ^     de*        de  de*         dy  *ded<}^      dy  dë3y  J  • 
mm'aa'nn't  TdP     d*P       dP  d*^         dP  d*P        dP  d»F  1 
"^      5»''-tr2/t,     L.Ar'    «'«dô'       3?  di^        dft   d3ty,       dydcdyj' 

m^*a*/i*t    f^^   .  ^^  .   ^  ^-1.^  d'F"] 
"*"  (5n'— aw)e  L  <*«    ^«'  de    de»  "*"  dy    dedy        dy     dedyJ 

mfnfaafnn't  FdP  d«P  dP^     d*P^  ^    dP   _^    /  ^' *î^  > 

"^(5/1'  — a«)e  Lde'  dede''*'  de'     dede*'^!^  dedy'^   dy    dedyX 
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Ces  termes  croissant  proportionnellement  .  am 
temps  ty  introduisent  4ans  les  expressions  des  varia- 
tions séculaires  de  rexcentricilë  et  de  la  longitude  du 
périhëlié,  des  inégalités  dépendantes!  du  carré  ies 
forces  pêrturbatrîceis,'  qui  deviennfent  très  sènsiblés- 
dans  la  thëorie  de  Jupiter  et  de  Saturne.' 

En  considérant  ensuite  lès  termes  périodiques,  on 
aura'    *     ''•;/!    '  •■  '  ''';''    '  '•  -  ■•••i"  -^  /         '    '  >'- 

Ces  formules  détertnineronf  les,.varîj^tî6ns  pério- 
diques de  f excentricité  et  du  périhélie  dé  f orbite     ^ 


la  lougitude  vrL.       v  ^      o,  o 

qui  aicquiert  une  valeur  sensime  dans  la  tHéôrie  d,e 

Jupiter  et  de  Saturne. 

55- Pour  la  détètntîherv  en  nom'mauft'la  longi- 
tude de  m  dans  son  orbite  elliptique^  et  en  ne  consi- 
dérant i|ùe' le  prenfïîé^' terme  de  l'éqùatioii  du  tcn^ 
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tre^  Ott  a 

^  ::=::/hdt  +  i  + 2esin{  fndt-^ê — ùù).' 
Péwgno93,  com^m  préçédwiiiiept,  par  1«  ç^ac- 

puissance  des  farces  pert^rbaff iq^  ,  Çt  pair  ]^  ç^açtér- 
ri$tique  cT'  Pi^le^  qui  ^nt  du^au  çanré  de  ç^  £ox;ces. 
Si  dans  l'expression  précédente  on  augmente  les  éi4' 
mens  de  l'orbite  de,  m  coasidérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs  variations^  on  apra  dan^  Forbite 
troublée  \  /  '      '  ' 

V=/mf?+f44rf+/'t+a(éWff^'if'c)rinC/'/i4^^ 

la  partie  de  oetlte  valeur  qpî  dépend  simplement  des 
masses  m,  m!^  etfi.,  est  ce^e  que  nous  avons  examinée 
dans  la  première  apprpximatîoi.  /     ^ 

Si  Ton  développe 'donc  J^èxpression  précédente ,  en 
n'ayaut  ég^d  quVu'x  inégalités  de  Tordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice,  qijj'on  observe  que  les  iné- 
galités de  J^V  et  (J^éYf  dépendantes  de  l'angle 
2l^5n!t — 2nt'^5t — 21)^  sont  insensibles^  n®  5o,  qu*on 
a  d'ailleurs  dans  l'orbite  troublée  yhtft===u^^-|^^ 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  m^me  an- 
^îe,  introduites  pa,r  Ja  variation  du  iijôy en  mouve- 
ment^ s'obtiepnent  en  augmentant  dans  la  partie.' el- 
liptique, comn^  nous  l'avons  dit  n®  49 1 'l'anglç  w/ 
de  Ç  +  cTC^Ja  quai^tité  cT^  et a^nt  déterminée  par  la 

formule  du  même  numéro,  on  aura  .  •!'•>»■. 

'  •  '  '  •        -î o  «, .   ., . 

;    ^  -7-  [26^ n  -+■  iSe4»  —  2^e]  cos  (fi«  +  »  —  »).    , 

Xiette  «xpros^K^  devrait  o^nH^mif  P^cp^  }^  ^PW 
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termes  'i^aej'êj'cà  ot  ^^eSe^  mais  ces  ternes, 
comme  il  est  aisé  cle  s  eu  convaincre  ^  ne  donneraient 
quk  dès  inégalités  insensibles  relativement  à  celles 
qiie  nous. considérons. 

Si  au  Heu  de  J'e  on  substitue  dans  cette  expression 
sa  valeur  donnée  n®  Sa,  et  au  liçu  de  Cet  dfi  cTa? 
leurs  valeurs  déterptiinées  par  les  formules 

-  •  • 

qu'on  remplace  ensuite  J^e  et  J^a  par  la  partie  pério- 
dique de  leuips  valeur»  donnée  par  les  formules  pré- 
cédenteSyOnyerraqfie.lesind^atitésqui  ont  (5/i' — aw)* 
pour  diviseur  disparaissent  d'elles-mêmes;  et  en  né- 
gligeant leis  inégalités  dépendantes  de  l'angle  nê^^ , 
parcq  qu'elles  peuvent  êt^  supposées  comprises  dans 
l'équation  du  centre,  pn  trouvera 

Par  pue  analyse  semblable,  oa  trouverait  pour  It^ 
variations  séculaires  dq  l'excentriciité  iqt  de  U  loiigir 
tude  du  périhélie  de  m!,  dues  au  carré  de  la  fprQe 
perturbatrice  y 

mmfaa'nn't  t  d^  'rf-IP*     '  rfP    <i«P^  ^  ^  jhp        dP,  J'iP^V 
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"*"{5^^  2n)c'  L3?  rfe'>  ^  Je'    deT-  "^  dy  de'dy'^  dy    de'dyj 

mm'au^nn't  rJP   d^V        d^  d^V       dP    d^V^     '  dP"  d*9^  "l  ^ 

.  "^(Srtf— any  Lde  diSS'^  de  ded^'^dy.  ITSy'^  dy  MdyJ' 

et  pour  less  variations  périodiques  de  ces  mêmes  ëlé- 
mens ,  dépendantes  de  l'angle  2(5n'i— an^+Sê' — ^  ^é), 
on  aura  , 


d'où  l'on  conclura  qu'en  vertu  des  termes  dépendans 
dti  carré  de  la  force  perturbatrice ,'  là  longitude 
ifmîe  de  Saturne  est  affectée  de*  •  rinégalité  suî^ 
^ttte  :    ^  '  •'     ->    ii    '       '  t'-       •■  •  ^^'-'^-^  •  N  '  ;:     : 

On  peuf  déterminer  îmmédiatertient  >  et  sans  au- 
cyn  calcul,  les  deux  inégalités,  précédentes  de  ^%^ 
^t '^v^  an  moyen  des  inégalités  déjà  Calculées  dan& 
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la  première  approximation*  En  effet  ^  si  Ton  i^pré* 
sente  par  Ksîn(5»'^  —  5nt  +  5e' —  5e -fB)  Une- 
galité  àem  dépendante  de  Sangle  Sn^^-^S/iZ+Sê' — 5i, 
et  par  H  sin  (Mt —  !int  +  5f'  -^  21  +  A)  la  grande 
inégalité,  ou  celle  qui  dépend  de  Fangle..!:., 
5ft7—  ani^  +  5«' — ag,  l'inégalité  de  JV,  qui  dé- 
pend de  l'angle  ion'<— 5w<4-  log'  —  5g  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  : 

4  m'y  a' 

Soit  de  même  K.'sin(4/2'<  — 27i^-4-/J/  — 2é+B'),  l'illé- 
galité de  rri  dépendante  de  l'angle  l^rJt — 27i^-|-4^' — 2g, 
et  —  H'  sîn  (  ^rJt  —  int  +  5g'  —  2g+  A')  i  la  grande 
inégalité  de  ni  y  l'inégalité  précédente  de  &s/  pourra 
prendre  cette  forme  : 

4  mV/a 

54*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 


(*)  II  suffit,  pour  s'en  couvaincre,  d'observer  que  par  les 
n«'35et36oaaB=-»-f ^,   A  =  <r,   K  =a  —  ^-^[fîL. ^^ 

H=  -p-p —,  Si  l'on  de'veloppe  l'expression  pre'cédeute, 

dk  dk 

et  qu'à  la  place  de   k%\nC^  k  cos  ff,  -r-  sin  C,  —  cos  ff,   on 

substitue  Içurs  valeui^  en  fonction  de  P  et  P',  n^  3o,  on  re- 
trouvera identiquement  l'inégalité  de  ^c  déterminée  plus 
haut. 
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aux  préci^dôntes*  Pour  «cela  iioi»  obscrveroos  que  f 
et  9*  étant ,  comme  précédemmetit^  les  inciinaÛQm 
des  orbites  de  j»  et  de  mf  sur  un  plan  iîxei  et  «t  et  0! 
les  longitudes  de  JeuFS  nœuds  açcendaoi»,  si  l'on 
nomme  y  leur  inclinaison  mutuelle^  et  II  la  longi^ 
tude  du  nçeud  ascendant  de  m^  compté  sur  Voxbitt 
de  m,  et  quon  considère  le  triangle  spfaértquo  eom* 
pris  entre  ces  trois  plans ,  on  au^Ta 

sîn  y  sin  (Il  —  a)  =  sin  ^'  sîn  (a'  —  aj  '^ 

sin  y  cos(n  —  a)  =  siD^^cos^cos(a' — a) — sin^cos9\ 

Si  l'on  suppose  donc 

P^  =  sin7^  sinll,     Q^  =  sin3^cos  FI, 

et  y  coinme  précédemment^ 

p  z=z  sin  f  sin  a ,     /?'  =  sin  ^'  sin  a', 
ç  =  sin^cosix,     ç'ss:  sin(p^cosa% 

en  multipliant  par  sin  ^  les  deux  équations  précé- 
dentes y  on  aura 

Si  de  ces  équattons  on  tire  les  yaleurs  de  P^«t  Q^,  en 
observant  qu'on  a 


\/i— />•  — ^^•=  I 


_£!  +  _?' 


+  |/i~f^^~f' 


on  trouvera 
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^  i+i/i-i»*— ?•    ^  1+ 1^1  — p'ï+7'»* 

Si,  comme  nous  le  faisons^  on  prend  pour  plan 
fixexelui  de  l'orbite  de  m  à  une  époque  donnée,  p 
et  q  seront  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on 
aura,  aux  qu9iitités  près  de  rordre  du  carré  de  ces 
forces 

On  a  d'ailleurs  \/i  —  p'*  —  q'*  =  cos  y;  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  des 
inclinaisons  matuelLes  des  orbites, 

f,=p'-p,     (^,^q'^q. 

Ces  valeurs  sont  conformes  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  n°  86,  livre  II;  maïs  l'analyse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  l'on  differentie  par  rapport  k  là  caractéristique  cf, 
en  observant  qu'en  prenant  ^ur  l'origine  d'où  les 
longitudes  sont  comptées ,  l'intersection  commune 
des  deux  orbites ,  ce  qui  suppose  ïî  =  o^  on  a 
crP,  =  >ern,  crQ^  =  €r>,  et  que  les  inégalités  de  J^p  et 
cP/i',  de  cTç  et  cTy',  sont  liées  d'ailleurs  par  les  équa«- 
tions  prdinaires,. 
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on  aura  . 

Maintenant^  en  n'ayant  égard  quaux  termes  que 
nous  conside'rons  ^  en  vertu  des  formules  du  n*'4; 
on  a 

dpz=i^^andt.-^ — ^      J'q  z=  aridi -^ . 

En  diffëreutiant,  par  rapport  à  ^  et  à  11^  les  deux 
parties  de  la  valeur  de  cTR  A)nnée  plus  haut^  n'o^iy 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
difTérentielle;  on  aura   . .  . , 

dy    -(5n'^an)\            ^^y^  J\:dy"*'^dyJ 

m'*an     /"dP     <f«P        dP'  d*V  \ 

bnf  —  a»  \de    dedy        de  dedy  J  • 

mma'n'  ^dP    d^P        dP^  d»P'  N 

■^  5n'— a/i  V.</c'  de'dy'^di/  de'dy) 

m\m'anJ^ma'n')  fàP  çMP  d[F  </»P^\ 

"**          5»'—  2/ï          Vrf>  É^>*  <^>    ^l'*  • 

v^n    (5/1'- 2/»)"»  V      m  Vu'      y  ^  ^>       ^>y 

m^'a/i     /'^   ^'F  jfF    rf»P  \ 

5/ï'— anVrfe    dedy  de    dedy  J 

mm*afn'  fdP    d^V  dP'    d*P  \ 

'^^n'—^nKde'  de'dy  de'de^dy)' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
dp  et  dq,  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace  ensuite 
^p  et  J'q  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  J^ 
et  de  yj'n ,  on  trouvera 
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_  'f^'^'^^nu/m  V/?4-ro^  V/â\  /"dp   d^P^  ^  dV    </»P  \ 
5»'  — a/i\        wi'V^â         /Wc    rfe£^>.       'de    dedy) 
■^  mm'aa'nn't/m  V^-h  m'  i/a\  fdP   rf»F  _  rfP'    d*V  \ 
M  ^in\         ntf\/a         J  V^^'  de'dy  .     dt^  d^dy  )' 

dP    d^V        dP"    d^V/      \ 
de    dedy      '  de    dedy      f 

dy   dy*  dy     dy*        ) 

dP    d^P        dV^   </«F       j 
de'  de'dy   '^  d^    dtfdy      f 

d^,    d>»      **"  rf^     dy*  '       ) 

On  dëterminera  ^  au  moy^i  de  ces  e:xpressions , 
les  valeurs  de  ^y  et  de  >/!!;  on  en  conclura ,  eh 
yertu  des  formules  (^)  et  (y*),. celles  des  quantités 
cT/?,  cTp',  cTp  et  cTç',  et  par  suite  les  valeurs  des  quan-' 
tités  ^y  S(t^  S^^'y  S'cnfy  qui  déterminent  les  varia- 
tions des  orbites  de  m  et  de  ïn\  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
<:onque. 

Les  quantités  J'y  et  >J^n,  comme  les  valeurs  de 
J^e,  J^û),  etc.,  sont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  2(5nft — 2nt);  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles,  nous  n'arn^ 
rons  égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu /dans  le  ri^  78  du  livre  II,  que 

les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 

candte  puissante  des  .forces  perturbatrices,  comme 

celles  qui  dépendent  de  la  première  approximation  > 

Tome  III.  i5 
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sont  soumises  à  l'équation  de  condition  suivante  : 

m  v/âecTe  +  m'  \/â'e>^ef  +  îî^^l^^^^o.  (A) 

mya+rtt'ya 

Les  valeurs  précédentes  de  J^e,  cT^  et  J'y  doivent 
donc  satisfaire  à  cette  équation ,  et  c'est  en  effet  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier  en  y  substituant  succes- 
sivement chacun  des  termes  correspondans  des  va- 
leurs de  cTô ,  J^e'  et  ^y  ;  et  en  observant  que  P  et 
P'  étant  des  fonctions  homogènes  en  e,  e^  et  y,  de  la 
troisième  dimension ,  on  a 


d^    ,     ,  dS    ,       d? 

dy    ,      ,  ^P',       dP"        ^j,, 


^d^  +  ^V^->^  =  5P, 


e 


et  que  -^  et  -j-  étant  des  fonctions  homogènes  en 
6^  e'  et  5^,  de  la  seconde  dimension  ^  on  a 

de^'^  ^  dede  "+"  ^  rfeJ>  ~  ^   i/e  ' 

et  de  même  relativement  à  4-  et  4^: 
«afin,  qoe  dapiièd  les  valeurs  de  P  et  P'  on  a 

dy    dy^  dy  dy^  """ 

La  stabilité  du  système  des  deux  planètes  m  et  tri 
dépend  de  l'équation  (A),  comme  on  Ta  vu  n*  78, 
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livre  II  ;  ce  système  est  donc  stable ,  c'est-à-dire  que 
les  exceatricités  et  rinclioaison  mntuèlle  des  orbitek 
de  Jupiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe-* 
tites  y  en  ayant  même  égard  aux  variations  séculaires 
dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 
troisième  ordre  ^  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

56-  Ce  résultat  n'est  c(u'une  vérification  particulière 
du  tbédrèâie  que  nous  avons  démontré  généralement 
n*  781  livre  II ,  et  en  considérant  un  nombre  quelcon- 
que de  planètes  circulant  autour  du  Soleil.  11  faut  tou- 
tefois faire  ici  une  remarque  importante.  Si  les  masses 
m,  m',  ffil',  etc. ,  ainsi  que  les  demi-grands  axés  a,  if, 
a",  etCé,  et  les  excentricités  e,  e,  e",  etc.  ^  des  or- 
bites^ di£Péraient  beaucoup  entre  ellesy  comme  cela  a 
lieu  dans  notre  système  planétaire ,  il  s'ensuivrait  que 
lés  quantités  m\/aej'e,  rd\/ciéS^éy  etc.  ^  pourraient 
se  toitipenser  entre  elles ,  quoique  les  variations  S^e , 
J'e'  f  etc.  f  fussent  très  différentes.  Les  équations  (e) 
et  (/)  ^  n^  54 ,  livre  II ,  pourraient  donc  être  satisfaites, 
sans  qu'on  en  dût  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  seront  toujourscomprises 
*  dans  d'étroites  limites.-  Il  faut ,  dans  ce  cas  ^  recourir  à 
rintégiration  des  équations  différentielles  (P)  et  (c)  des 
n**  64  et  69  du  livre  II;  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  varia- 
itions  séculaires,  qu'on  suppose 

^     ô  =  e  sin  fitf ,       c  =  €  cos  co , 

V  z=,  ë  sîn  cJy       d  =  e'  cos  a>'^ 

etc. 

Ou  Sait  qu'ion  satisfait  au  premier  système  en  faisant 

i5.. 


Digitized  by 


Google 


2x8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

^  =  M  sin  {ht  4-  /)  +M,  sin  (h,t  +  /j  +  M^  sin(^/  +/>)  +  etc. , 

€tC. , 

c  =  M  cos  (/if  +  Î)+M,  co8(A./  +  Z,)  +Ma  cos(A./  +/.)  +  etc. , 

=  M'C08  {ht  +l)-\M\cO%(h,t  +  /,)  +]!iraCOS(^.«+/a)+  CtC.  , 


etc 


l,  /„  /.,  etc. ,  étant  des  constantes  arbitraires  en 
nombre  égal  à  celui  des  équations  (P);  M,  M', 
M",  etc.,  M.,  M',,  M\,  etc.,  M^,M\,  M'.,  etc-,  des 
systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  une  arbi- 
traire et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  A,  '^,, 
\  y  etc. ,  les  racines  d'une  équation  d'un  degré 
égal  à  celui  des  corps  agissans  que  l'on  considère. 

Soit  X.==  o  cette  équation..  Si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  de  i,  c,  è',  etc; , 
seront  toutes  composées  de  quantités  périodiques;  et, 
en  vertu  des  équa.tions  e=v/6*-|-c*,  e'=v/i'^+{/»,  etc., 
il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  excentricités  e^ 
e\  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M',  M",  etc.,  sont 
supposées  très  petites  et  du  même  ordre  qi^e  les  ex-* 
centricités  des  planètes  principales  à  1  époque  ac- 
tuelle^  les  intégrales  précédentes  montrent  que  les 
quantités  ,6  9  h\  etc. ,  c ,  c',  etc* ,  et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s'en  déduiront,  varieront  dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  seront,  dans  tous  les 
temps  y  très  petites,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  II 
en  sera  de  même  des  inclinaisons  qui  dépendent  d'un 
système  d'équations  absolument  semblables.  On  dé- 
montre aisément,  parles  considérations  exposées  n°65, 
livre  II,  et  sans  avoir  besoin  de  résoudre  Téquatioa 
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X  =  o,  que  cette  équation  ne  saurait  adniettre  que 
des  racines  réelles  et  Inégales  ;  mais  il  reste  encore  à 
calculer  lès  quantités  M ^  M',  M",  etc.,  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines ,  pour  être  assuré  que  Tel- 
lipticité  de  l^orbîte  de  chaque  planète  sera  tou- 
jours comprise  entre  d'étroites  limites  qu'elle  ne 
saurait  dépasser  (i)  :  c'est  d'ailleun;  le  seul  moyen  de 
déterminer  avec  exactitude^  pour  un  temps  quelcon- 
que, les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu'à  pré^ 
sent  on  s'était  contenté  de  donner  leurs  variations  sé- 
culaires développées  par  rapport  au  temps,  et  en  ne 
portant  l'approximation  que  jusqu'à  la  seconde  puis- 
sance; mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
avons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé- 
mens de  leurs  orbites  exige  qu'on  détermine  ces  va- 
riations d'une  manière  plus  précise.  Aussi ,  quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l'équation  X  =  o , 
lorsque  Ton  considère  à  la  fois  le  système  des  sept 
planètes  principales,  demande  de  pénibles  calculs;  la 
nécessité  d'établir  avec  certitude  un  point  si  impor^ 
tant  dans  le  système  du  monde,  ne  nous  a  pas  permis 
d'hésiter  à  les  entrepreadre,  et  l'on  verra  que  les  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  confirment  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  cha- 
pitre VIII  du  livre  II ,  en  admettant  comme  un  fait  la 
petitesse  des  quantités  M,  M',  M",  etc. ,  qui  n'avaient 
pas  encore  été  calculées. 

Lorsqu'on  veut  avoir  égard  au  carré  des  forces  perr 
turbatrices,  il  faut,  dans  les  équations  (P)  et  {c),  n**  64 

(*)  f^oir  les  notes  à  la  fin  du  volume. 
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et  69 ,  livre  II ,  augmenter  les  quantités  ^ ,  ~  ,  etc.  y 

-^,  -^ ,  etc.  •  de  leurs  variations  séculaires  relatives  à  la 

seconde  approximation ,  et  déterminées  par  les  formu^ 
les  précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  plus  li^^ 
néaires ,  cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d'approximation.  En  effets  sup- 
posons d'abord  qu'on  aif  égard  aux  quantités  d'un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m^  m\ 
rri'f  etc. ,  mais  qu'on  néglige  dans  les  équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  de»  inclinaisons  supérieures  à  la 
première.  Les  équations  qui  eu  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  à  coefBciens  constans;  en  les  trai- 
tant comme  on  a  traité  les  équations  prin^itîves  (F) 
et  (c)  j  on  en  déduira  une  équation  de  la  fonne 

X  -f-  X,  +  X,  -f-  etc.  =0,         (a) 

qui  remplacera  l'équation  X  ^s  o ,  et  dans  laqueUe 
le  premier  terme  sera  cette  même  quantité  X  de 
Tordre  des  masses  m,  m!^  etc.;  X^  désignera  une 
quantité  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  masses, 
X.  une  quantité  du  troisième  ordre  y  et  ainai  de 
suite.  Or,  les  racines  de  l'équation  («)  se  déduiront 
de  celles  de. l'équation  X  =30  par  le  procédé  ordi- 
naire des  substitutions  successives ,  et  d'après  les 
principes  de  cette  méthode  si  les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes  réelles  et  inégales^  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l'équation  (a) ,  qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  rapport 
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au9c  produits  et  aux  puissanoes  des  inasBes  m/  mfp 
m",  eto.  Les  cacioentridtés  et  les  inclinaisons  seropt 
donc  iencoi^e,  dans  ce  cas^  composées  de  quantités 
périodiques. 

Si  Ton  considère  maintenant  les  termes  dépendans 
des  cnbes  et  des  puissances  supérieures  des  excen* 
tricilés  et  des  indinaîsoas ,  les  équations  (P)  et  (o) 
ne  seront  plus  linéaires,  et  pour  les  intégrer  il  &u* 
dra  reeonrir  pux  méthodes  d'approximation.  On  sup-^ 
posera  qu'on  ait  déterminé  les  valeurs  des  incon* 
nues ,  en  faisant  d'abord  abstraction  des  termes 
dépendans  des  puissances  des  exceutricitÀ  supérieu- 
res à  la  première ,  mais  en  ayant  égard  à  toutes  les 
puissances  des  itiasses  qu'on  veut  considérer.  On  subs- 
tituera dams  les  équations  proposées  les  premières 
valeurs  a|>procliéçs ,  et  Ton  déterminera  les  varia- 
tions qu'il  faut  faire  subir  aux  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales ,  pour  satisfaire  à  ces  équa«- 
tions,  lorsqu'on  a  égard  aux  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  îndinai*^ 
sons.  On  parviendra  ainsi,  par  dfs  approximations^ 
suQcessives,  à  déterminer  les  valeurs  de  ces^  quan^ 
tités  avec  tel( degré  d'exactitude  qu'on  voudra,  et 
toutes  ces  valeurs,  d'après  les  principes  de  cette  mé? 
tbode  d'approximation ,  conserveront  la  même  forme 
que  dans  le  cas  oii  l'on  n'a  ^gard  qu'à  la  première 
puissance  des  excentricilés  et  des  inclinaisons.  Soit 
donc 

Y  +  Y,  +  Y,  +  etc.  =  o, 

lequation  qui  r^wplace  l'équation  {(t) ,  et  dans  h-r 
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qnelîe  Y  est  le  premier  membre  de  cette  equatîcm,: 
Yf  une  quantité  de  Fordre  des  carres  et  des  produits^ 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  Y^  une  quantité 
de  Tordre  de  leurs  quatrièmes  puissances,  etc.  Toutes 
les  racir^es  de  cette  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d'approximation,  seront  réelles  et  inégales 
si  les  racines  de  l'équation  Y  =  o  remplissent  cette 
condition,  et.  elles  se  trouveront  exprimées  en  séries 
convergentes  ordonnées  comme  les  quantités  Y , 
Y, ,  etc.,  suivant  les  puissances  ascendantes  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  planétaire  est 
généralement  assurée,  quel  que  soit  l'ordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations,  du mo-* 
ment  qu'on  a  prouvé  que  les  valeurs  dès  excentricités 
et  des  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi* 
mation  ne  sont  composées  que  de  quantités  périodi - 
ques.  Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  au 
moyen  des  équations  qui  résultent  du  principe  des 
aires  ,^n'*  78  du  livre  II ,  en  étendant  les  approxima- 
tions à  toutes  les  puissances  des  excentricité  et  des 
inclinaisons ,  et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  La  démonstration 
précédente,  déduite  de  la  considération  même  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  inclinaisons.^  en  est  une  con-* 
fîrmation  nouvelle. 

Le  principe  important  de  la  stabilité  du  système 
du  monde  repose,  comme  on  voit,  sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  :  il  faut,  i»  que  l'équa- 
tion X  =:  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales ,. 
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%^  que  les  valeurs  de  M,  M',  M",  etc. ,  qui  sont  'des 
fonctions  de  ces  racines ,  soient  toutes  de  très  petites 
quantités.  On  prouve,  n*  65,  livre  II,  que  la  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le  même  sens  autour  du 
Soleil.  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature  ;  mais 
il  était  d'autant  plus  intéressant  d'examiner  ce  qui  ré- 
sulterait  de  l'hjrpotiièse,  que  quelques-unç  des  corps 
célestes  tournent  dans  des  sens  opposés ,  que  plu- 
sieurs géomètres  avaient  cru  pouvoir  avancer  que 
l'hypothèse  contraire  n'était  pas  indispensable  à  la 
stabilité  du  système.  M.  Poisson  a  démontré,  en  ne 
considérant,  il  est  vrai,  que  l'action  mutuelle  de 
deux  planètes,  que,  dans  ce  cas,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques,  mais  que  les 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à  cette  condi- 
tion, et  qu'elles  pourront  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n'est  que  de 
pure  curiosité ,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici ,  et 
nous  renvoyons,  sur  ce  point,  au  mémoire  du  savant 
géomètre  (*). 

67.  Considérons  maintenant  les  inégalités  des  élé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  de  l'ordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  et  qui  dépendent 
simplement  de  l'argument  Sn't  —  7nt  de  la  grande 
inégalité.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  parmi  ces  termes 
les  moins  élevés,  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  cubes 
et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 

^M^»^— —      I   I     ■      Il  —^—1    ■■■  ■ I  II I       .      I    I        .  Il 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  Tannce  i836. 
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tîtés,  ^t  que  les  plus  considérables  sont  ceux  qui, 
après  l'intégration ,  acquièrent  le  très  petit  diviseur 
(5/î'— 3^)'.  Nous  u'auronsdopc  ég4rd  ici  qu'à  cas 
termes  I  parce  que  ce  sont  eux  qui  fournissent  néoes» 
saireoient  la  partie  principiale  des  inégalités  cornes* 
pondantes  des  longitudes  i'u  et  J'i^f  que  nous  nous 
proposons  de  déterminer, 

Ckx;upon&4ious  d'abord  des  moyens  mouremens. 
En  supposant  que  m  représente  Jupiter,  m^  Saturne, 
et  que  toutes  les  quantités  relatives  à  m ,  marquées 
d'un  accent ,  désigiient  les  mêmes  quantité  re- 
latires  à  m',  pour  déterminer  les  inégalités  de  «T^ 
et  J^Ç',  on  aura 

J^Ç  5;=  ~  5anfdtfd'.<^K+  ~fdt(/d^R)%  ) 

Les  différentielles  d'  et  d'^  se  rapportent  unique* 
ment^  la  première  à  la  planèt/e  m^  la  seconde  à  la 
planète  /»',  et  devant  être  prises,  par  conséquent ^ 
en  faisant  varier  dans  chaque  formule  le  temps  / 
introduit  par  les  coordonnées  de  la  planète  trou-* 
blée,  et  en  regardant  comme  constant  le  temps  rç<- 
latif  aux  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice. 

D'après  la  forme  des  fonctions  «TR  et  J^R',  n'*47> 
il  faudra,  dans  chacun  des  produits  qui  les  compo^ 
sent,  combiner  entre  eux  les  différens  termes  des 
deux^acteurs ,  de  manière  que  la  somme  o^  la  dif* 
férence  des  argumens  relatifs  aux  termes  que  l'on  a 
considérés,  soit  égale  à  5n't  —  2iit;  cest-à-idire  que 
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si  l'on  désigne  par  U  largument  du  terme  que  Ton  a 
considère  dans  l'un  des  facteurs,  et  par  Ht  l'argument 
da  terme  correspondant  dans  l'autre  facteur^  q^^f 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  de  plus  que  n!t  soit 
toujours  précédé  du  signe  +  dans  U  et  dans  Vt ,  il 
faudra  qu'on  ait 

/^  +  '  =  5w'  —  271    ou     Z'  — ï-  /  =  5n'  —  un. 

Il  faudra,  en  outre,  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
surpasse  piis  trois. 

Or,  d'après  les  lois  du  développement  de  la  fonc- 
tion R,  n*  4»  ^^  celles  des  différens  termes  des  expres- 
sions de  J^r,  J^r',  tTi^,  etc. ,  il  sera  aisé  de  reconnaître 
que  les  valeurs  de  l  et  de  T,  qui  satisferont  à  la  pre- 
mière condition ,  seront 

Z  =  o  et  Z'  =s  5tJ  —  5/î, 

l  -sz:  n\  Z'  =  /^ri  ~-  an, 

Z  5=;  an',  ï  =  3n'  •—  an, 

l  ssr  5n,  V  x=z  tm'  —  an, 

l  ^3s  rJ —  n ,  Z'  =  4^^'  —  n , 

l  =:  5n!  —  n,  Z'  =  2n'  . —  n. 

Cçs  combinaisons  sont  nu  nombre  de  six ,'  mais  elles 
en  fourniront  dowe,  parce  qu'on  peut  changer  dans, 
cbacune  d'elles  l  en  l',  et  réciproquement. 

Quant  aux  valeurs  de  Z  et  de  Z"  qui  satisferont  à  la 
deuxième  condition ,  leur  nombre  est  indéfini ,  et 
l'on  peut  les  comprendre  sous  ces  quatre  formes  gé^* 
nérilles  : 


Digitized  by 


Google 


I 


a36  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Z  =  5n'  —   271  4-  i{n'  —  nyel  V  =  i(n'  —  n) 

l  =  5n! —  57i  +  i(/2'  — n)       Vz=zi{n^ — n)  —  w, 

Z  =  5n' —  ^n  4-  £(71'  —  n)       f  =  i(/i' —  ri)  —  211, 

Z  =  5n!—  Sn  +  i\n!  —  n)       r=zi(n' -^  n)^  5n, 

i  étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisons  sont  doubles ,  comme  les.  précé- 
dentes,  parce  qu'on  peut  y  permuter  les  lettres  / 

et  r. 

On  voit  y  diaprés  cela,  que  la  partie  des  valeurs  de 
cTÇ  et  éTÇ'  qui  provient  de  la  combinaison  par  voie  de 
soustraction  des  argumeus  Z  et  f  sera  composée  d'un 
nombre  indéfini  de  termes,  et  que  par  conséquent 
il  serait  impossible  de  calculer  rigoureusement  les 
valeurs  de  cTÇ  et  de  J^Ç'  qui  dépendent  de  Tangle 
5n^t  —  2nt ,  et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricité?  des  orbites,  et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  Mais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites,  il  suffira  de  tenir  compte  des 
plus  considérables;  en  général,  ce  sont  celles  qui  ré- 
pondront aux  moindres  valeurs  de  i;  et ,  en  effet , 
on  verra ,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent,  que  les  inégalités  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissent  avec  beaucoup  de  ra- 
pidité à  mesure  que  leur  argument  dépend  d'un  plus 
grand  multiple  des  moyens  mouvemens  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  pre- 
miers termes  de  ces  séries  seront  donc,  en  général, 
les  seuls  qui  puissent,  par  leur  combinaison  avec  les 
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différences  partielles  de  R  et  R',  produire  des  inéga* 
lités  sensibles  dans  les  valeurs  de  J^Ç  et  de  cTÇ'. 

Considérons  maintenant  la  seconde  partie  dçs 
formules  (o).  Il  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui,  après  la  double  intégration^  auront  la  très 
petite  quantité  (5/î'  —  27^)•  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui,  dans  les  intégrales  (fd'Ky  et  (/d"K'/,  sont  déjà 
divisés  par  5n'  —  2n.  En  nous  bornant  donc  à  dé- 
terminer ces  termes ,  il  faudra ,  pour  les  obtenir , 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  /d'K  et 
fd'*K'  avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
l'argument  5n't  —  suit. 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  S'Ç  et  de  cTÇ'  sera 
comprise,  par  conséquent,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  argumens  It  etVty  c'est-à-dire  dans 
celle  des  argumens  zéro  et  Sn't  —  tint. 

Commençons  par  déterminer  les  inégalités  rela« 
tives  à  cette  combinaison. 

Inégalités  de  ^Ç  et  J^^^  qui  résultent  de  la  combi- 
naison des  argumens  o  et  5n't— ant. 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
des  formules  (o) ,  en  n'ayant  d'abord  égard  qu'à  son 
premier  terme. 

Si  l'on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  développement  de  la  fonction  R ,  et  qu'on  né- 
glige les  termes  dépendans  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  on  aura 
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et  par  conséquent 

En  prenant  la  différentielle  cf'cTR^  on  ne  doit  faire 
varier  dans  cette  équation  que  les  coordonnées  de  m, 
c'est-à-dire  qu'il  faut  différentier  l'expression  précé- 
dente par  rapport  à  JV^  en  regardant  cT/^  comnie  ccMis- 
tant.  On  aura  ainsi  ^ 

d'.i^       m'         rfACo)    dàr 

^  a 


ndt  a    '        dû      andt 

Supposons  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l'angle  Sn't — :int  on  ait 

~  =  Fcos(5/ï'/— 2/t«-f-5ê'  — 26  +  /), 

F  étant  déterminé  par  la  première  approJtimation  et 
étant  affecté  du  très  petit  dÎTiâeur  5n'  —  art.  En  vertu 
de  cette  valeur  on  aura 

ndt  an  da  ^  ^  ' 


Et  en  multipliant  cette  expression  par  ^  ^^  y*  .#* 


i*sîiir 
€n  supposant,  comme  dans  le  n°  i8,   e£  =  — ,  on 

aura  la  partie  correspondante  de  /^  réduite  en  se- 
condes. 

On  doit  observer  ici  que  la  différentiation  relative  à 
la  caractéristique  d*  introduisant  dans  £?'R  le  muld- 
plic«iteur  5/i'— 2/1 ,  la  valeur  de  «TÇ  ne  semble  af- 
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fectëe^  après  la  double  iatégratioa ,  que  du  diviseur 
Sn' —  un  ;  mais  comme  la  quantité  F  renferme  im- 
plicitement le  même  diviseur/  il  en  résulte  que  l'i- 
négalité correspondante  cfst  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5»' — an)*,  et  qu  elle  est  de  Tordre 
des  quantités  que  nous  considérons*  II  n'est  donc  pas 
permis  de  la  négliger  y  comme  le  suppose  Laplace, 
{Mécanique  céleste^  n*  16,  livt«  VI),  et  l'on  verra 
qu'en  effet  cette  inégalité  s'élève  à  plus  de  8^'  sexagé- 
simales relativement  à  Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d^exactitude ,  substituer  dans  les  équations  précé- 

rri 

dentés ,  à  la  place  de  —  A^*^,  la  partie  non  pério- 
dique de  R ,  exacte  jusqu'aux  quantités  du  quatrième 
ordre  par  rappwt  aux  excentricités  et  aux  indinai- 
nai&ons,  et  que  nous  avons  désignée  par  F  dans 
le  n*  17. 

Supposons  réciproquement  qu'en  ne  considérant 
que  les  termes  dépendans  des  cubes  et  des  produits 
de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai-* 
sons ,  on  ait 

R=mPwn{5n'i--a#ie+5/--af)4'm'reo8(6n'/--airi+ôi'-^0 

Il  faudra  combiner  avec  cette  valeur  de  R  celles 
qui  proviennent  des  parties  constantes  de  cTr  et  de 
S'r  ;  nommons  àS  et  oT'  ces  parties ,  en  sorte  qu'on 
ait 


il  en  résultera 
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JR  =  m'  (a  ^  F+«'  S'^')  siu(5n't  ~ 2nt  +  5«'—  2.) 

+  mYû^F  +  a'^F')cos  (5/i'/ —  2/i£  + 5/— 21) , 

d'où  en  dîfférentiaat  par  rapport  à  nt ,  en>egardaat 
nU  comme  constant,  on  tirera 

^il^^j^-  am/aa':^F4-a'>  jp  F^  c«8  {6»'«  -  îi««  +  5/  —  ai) 
4-  ^m'Çaa'  ^F+«'*  ^  F')  wn  (5/i't  -  int  +  5/  —  at). 

En  multipliant  cette  expression  par  jR-y^ — rr-- — •  1 
on  aura  la  partie  correspondante  de  J^Ç. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  la 
même  formule.  Supposons,  comme  précédemment; 

fi  =  m'P  sin  (5n't  —  aiit  4-  5i'—  ai)  -h  m^F'  cot  (5n't  —  aiit+  6^—  a«), 

d'où  en  différentiant  par  rapport  kntpet  en  intégrant 
ensuite ,  on  tire 

g  étant  une  constante  arbitraire. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l'argument  5n*t —  an^,  on  aura 

C/^R).=^|22^.  [Pain  (5»'«~a/if4-5t'-ât)+P'co8  (Sn'r-anr+Si'-ai)]. 

On  a  d'ailleuiis ,  n*  92 ,  livre  II , 

La  première  des  formules  (o)  donnera  donc,  en 
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en  vertu  du  terme  précédent ,  ;  "  '  »^  \ 

En  réunissant  cette  inégalité  aux  deux  inégalités 
déterminées  précédemment ,  on  aura  la  valeur  coin- 
plète  de  ef^,  résultante  de  la  epnibii^fêQn  d^s  aî'gil^ 
mens  zéro  et  5n'£  —  nnt.  ,  '[  %  ^  ^  »  /  îi  /£  ^    \ 

59.  Pour  avoir  la  partie  de  S"^^  correspondante  à 
celle  de  /Ç  que  nous  venons  de  déterminer ,  repre- 
nons la  seconde  des  formules  (o) 

En  suivant  Tanalyse  du  numéro  précédent ,  et  en 
supposant  . 

^=  F  cos  (57*7+ 271^  +  5g'  —  :îè+/) 

on  trouvera 

rt'rf'./R'    .       .m(5»'— 1/1)     .     d»^(<^)-,    .    rr  /     .         .    ,  f  ^    ^/v 

-1?5r"=""        an-     ■  »^*-37-F^"°(5^^g-^»^^^5t^-^-^/0> 

et  en  multipliant  cette  expression  par  g  ,^    .^-i- — 5  ♦ 

on  aura  l'inégalité  que  le  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de /^^ 
Réciproquement  9  soit 

'  R'=  mP  siû  (5/i't  —  ant  -f-  Si'—  at)  +  mP'cos  (5/i'f  —  anf  *f-  5/—  at) , 

et  supposons ,  comme  plus  haut, 

ô  —  '  ^        a'  —  '   ' 

OU  troavera 

Tome  01.  16 
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Eu  diffrentiaat  cette  yaleur  pur  rapport  à  n'tp  on 
aura 

.f-^££  =  5m«/aa'^F4- a'«  ^  f)  cos  (5«'£-  a««  +  5/-  at) 

Les  quantités  P,  P',  F,  F'  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs que  dans  le  n*  58  ^  comme  on  a  à  très  peu  près 
5n!=:2n,  il  est  aisé  de  conclure  que  l'inégalité  de  /2f 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  «TR^  est  liée 
à  l'inégalité  correspondante  de  eTÇ  par  Féquation  or- 
dinaire de  condition 

Par  l'analyse  du  n<^  53  on  verra  que  le  second  terme 
de  l'expre^ion  de  J^'  produit  le  terme  suivant: 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  deux 
précédentes  y  on  aura  la  valeur  complète  de  la  partie 
de  c^C^  dépendante  de  la  combinaison  des  argwnens 
zéro  et  àn't-^nt. 

Calcul  des  termes  de  J^Ç  et  de  cT^  qui  résultent  de  la 
combinaison  des  argumens  3n't— ^at  et  sn't-— nt. 

6o.  Le  dernier  terme  de  ckacune  des  formules 
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(o):  ttèrsi^f^^iti  produit^  cUp^  1^^  valeipTÇ  dû  4^ 
et  cle  /^^  JâticunQ  inégalité  ^éf^nà^^^  d^  Vs^x^U 
Sn't-^ant  et  du  trpîçième  or^m  ,l^^ï^Yl$^lent  ^ux 
excentricités  j  lorsque  l'on  faî^is^tiSi^oit.d^  com- 
binaison des  arguaien?Qet5^^^y^5i3^|.ii  »ous  suf- 
fira donc  de  supposer  désormais   :  ^ 

.•  -^  " 

Parrtiî  le  nombre  ind^BÎ  de  combinaisons  qui 
peuvent  donner  dans  ^  et  S'tJ  §$%  ici  mes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  çonsiderorfr^.pQiij  n'aurons  égard. 
qu'à  ceux  (fui  proviennent  de  l^,4ûSt)lexrombinaisoïj 
4e6  argumeas  ^rj^-^n^ï  27^'  — «^  p^rce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  prifieipa le  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  Cîirré  des  forces  perturbatrices.  Il  sera  facile 
d*aîlleurs  d'étendre  la  même  analyse  au  développe-^ 
ment  des  termes  résultant  de  Tune  quelconque  des 
combinaisons  énumérées  n®  Sy  ;  c'est  ce  que  j'ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Sasfçins 
étrangers  (1)^  je  me  contenterai  donc  d'en  rapporter 
les  résultats  numériques ,  lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
à  la.  théorie  des  inégalités  planétaires. 

Considérons  d'abord  b  valeur  de  J^^. 

En  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dépendans^  de 


(i)  Mémoires  de  VAcadémie ,  Savons  étrangers ^  1834. 
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r^ogle  5n!t — 2nt  et  du  carré  et  des  produits  des  ex- 
">  ^ntriçîi^  et  des  incU^ 

^^Ji^ee'  cos  (on't  —  nt+5î' — î —  où — «?') 
-f-  MC»V»cos(5w'«— 7i^  +  5g'— 6— W) 
'f-   +  MC»)A»cos(57/«  — 7i^+3g'— è— an); 

d'où  résulte 

/R=(/»/-Ji'0PM(»)e«8in(3»'«-/ii43t'-t-a»)4-aM<Oc</»in(3/ï'l-n«+3<'-f-»-»^ 
4-  MC*)*/»  sin  (3i/«  -^  «t  4. 3t'  —  •  —  ait')] 
-KA*—  3/^)M<3)x«  8in(3»'t  —  »«  4-  3t'—  •—  ail) 
^£r  r^^MC^  ^.co,(3ft'«-»«4^.'-.-a.)  +a  îî^ee'co»(3«'«-iil4^/-«-»0 

^.a  ^^^.co»(3«'i-/i«+3t'.t-a«0+«  ^^x»cot(3/i'«-/zf4-3t'-t-an)  j 
4.a/^(^^'.co8(3«'£-/i«+3t'.i-W)4-fl'^|^^ 

Si  Ton  difFérentie  cette  expression  en  faisant  varier 
les  trois  quantités  nt ,  S^v ,  JV,  et  en  regardant  comme 
constantes  les  trois  quantités  n^t,  J'if'  et  tfr',  on  aura 

^!^=(A.'w^,.)[3M(«)e-co8(3»'<-/i«4-3t'-f-a«)+aMa 

+  Me»)*'»  cos  (3/i't  ^  ut-h  3/—  t  —  a»')] 
4.(3^—  <rp)M(î)\»  cos  (3i?'«  —  nr  4-  3t'—  t  —  an) 

4.i^.  [3M(o)c»8iii(3ii'«— nl-f'3t'-i-aai)+3M(0ce'8iii  (3/i'«-;»«-f-3f'-i-»-ai') 
4-  M(Oe'«8in(3n'«-/i«4-3f'-t-a»>f.M<3)x»siii  (3/ï'«— »«4-3/— t-aH] 
H — ^.   a-T — e*  cos(3«'«-«t4-3/-f-aa»)4«-2 — cç'cos(3»'t-»f4-3/-i-»-i/) 

4.fl  '^V-cos(3«'i-«<4-3i'-.t-.a.')4-«  ^^^•oos(3ii'«-««4*3.V,-al5'j 
"*"""*  I  ^*dâ"^*  siii(3a'«-«£4-3/-t-aa»)4-a  -^-cc'sin(3/i'<-/i£4.3f'-f-#-«) 

4-«^^c''sin(3/»'£-/i«4-3t'-t-aû»0+«^^^»"n(3/i'<-«/+3/-t-an)l 
4-  5-  [«'  ^«'  "«  (3/»'£-/i«+3t'-i-a»)4-a'^ee'siii  (3/i'«-.«f4-3«'-i-«.i/) 
+«'  ^«''•io  (3/i'«-i»«4^'-t-a<;)+a'Î^V*m(3«'<.«t+^^^^ 
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Supposons  qu'en  ne  considérant  que  les  termes  dé* 

pendant  de  l'argument  arit — nt^  et  qui  sont  de 

l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons  ^  on  ait 

—  =  eF  cos  (Wi  —  ni  +  a/—  g  —  •)-#- «'G  co«  (w'«  —  /»!+  at'— •— «0» 
A/=  eH'iin  (!mi'«  —  nt-f.  a/—  •  —  •)  +  «IL'^sin  (îi*'*  —  «I  +  «•'—•—•')» 

Et  en  différentiant  les  valeurs  de  —  et  /i^,  on  a 

andi  n 

L^  «      &5l"Z2}.  [eHco«(a«'«— «£4-af'— •-•)+e'Kco«(a/i'£-nl+a/-i-»')3 . 
nat  R 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Texpressioa  de 
'-j-j- ,  et  qu'on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent de  l'argument  5n't  —  ont,  en  £adsant  pour 
abréger     . 

-  da  n  da         '         deC  n  da    J 


■  a 


a     da  n  '  da       :à  da'  n  da  J 

P(0=e''riK'yMW+<JÎ^=iLWMW+iGV.Î^-(2^W'^l. 
La  »  1  da*  n  da  j^ 

P<.)=  •'  f1B'a'M(.>+?^--»WM(.)^.lF'«'œ-Î2::2>FW^'^ 
La  n  a     da:  n  da    ^ 

La  n  ^  da       .    n  da   j* 

La  n  ^  da'  a  da   J 
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Ofi  trouvera 

£j^  »  PH  ««  (S»'!  -  M  H-  6ir  -^  ••  -   •-.  ai»') 

'   ^  ..  4.  P(i)  sin  (5/i't  —  wt  H-  5f'  —  at  —  a»  —    «•*) 

•  > .^    ^  p<.)  gia  (jin't  —  am  -h  St'  —  ai  —  3*') 
■4,  J>(3)  sin  {5n'£  ^  !int  +  5f'  —  af  —  3a») 
4.  Pt4)^«iii  (6»'x  —  oiu  -#-  6ê'  î-  ai  —  •'  —  an) 
+  P(5>  fiiâ  XWl  —  ant  -#-  Sf'  —  at  —  •    -  an); 

ei^resfiioa  qui  en  iâdsaiit 

A  =  P(o)co»  (»+  afl»0  +W)cos  (3»+  i»»H-f 5;>co«'3a'i^  P(«)ço«  3» 
+  P0)co»(rf4^aîl)  4*(5)co8(«  +  an);  ^  ''  -.,        '  '    '  -  . 

et  en*  nomaïaiit  B  ce  que  devient  cette  exp^^on 
quand  ou  y  change  les  cosinus  en  sinus  ^  pourra 
prendre  cette  forme  : 

îîî^^  =  A  kiû  (5rt'«  —  ikfit  +  5i'—  ai)  —  S  cos  (5n'«  —  ànt  4-  îlf*  —  3i). 
nat 

Pour  réduire  cette  eicpression  en  nombres  ^  On 
ïbrttiei^a  d'abord  les  Valeurs  des  quatitllës  M^i,  M^'^ 
]\f(0^  M^'^,  et  de  leurs  difierences  tant  par  rapport  à  a 
que  par  rapport  à  a',  au  moyen  de$  formules  du 
n""  6^  dails  lesquelles  on  fera  £  =  3.  QbAnt  aux 
<|ùantités  F,  G ,  H,  etc. ,  elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

6i .  Considérons  réciproquement  les  termes  de  «TR 
dépendans  de  Tangle  5n[t^^M,  qui^résultèUt  de  la 
partie  de  R  relative  à  l'argument  tm't-^nt  combi- 
née avec  les  parties  de  JV»,  JV,  etc. ,  relatives  à  Far- 
gument  5n'«— n*.  Cette  partie  de  R  est  de  Tordre  des 
excentricités  j  on  peut  donc  supposer 

\fis9  MHc  C08  [%n't  —  nt  +  ai'— i—  o^)  +  M<<)^co8  (a»'i— »i-ha/—  %  — •*), 
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ce  qui  donne  * 


Si  Ton  dijBBsi^ntie  cette  valeur  en  faisant  varier  nty 
J'i^etJ'ret  en  regardant  nft,  /^',  J^r'  et  comme  cons- 
tats ,  on  aura  ■  >  ;  " 

+  —  <  j  a  — ^ — esin(2it't-iit+3r-f-M)-f-a-2— e'siD^a/K-iit-f-Qf-t-i/)  I 

Il  fant^  diktis  cette  expression ,  âub^lituer  pour  J^i^^ 
J^r ,  J^^^  et  ^/^  les  parties  de  ces  valeurs  qui  dépendent 
de  Far^meût  in't'-^nt  et 'des  sticondes  pùissanee^^ 
des  excentricités  et  de^ inclinaisons;  en  n'ayant  éjgal^ 
qu'à  ces  termes  ^  soit 

~  =  F  C05  (3»'«  —  n«-f3i'--  •+/),    tni*  =  G  «in  (3/»'*  —  »f+3f'—  •  4-^), 
y  «  F'çw  (3/i'«  -r  nt-f^i'—  1 4-/0,    V»  C/sia  (3»^  -  nt+V—  •  +«')  i 

d'où  Ton  tire 

^^=^?^.P  kid  (3n'£  -  ne  4-  3/  -  4  +/), 
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En  faisant  pour  abréger 

QP)=  ^SL=2;^.^G>m(%  Q«)=i«ra'.^\  Q{.)=Vpy.i»«2, 

Q(«)=— cFa<r  — 7 — ,  Q(7îsb  — .  e^Paaf     :  '  ,    . 

^  a»  da      ^  a»  rfa   ' 

rexpressîon  précédente  d^ -^— devieîidni 

îi^^  =  QW  sîii'CSrt't  —  a»«  +  5i'  —  ai  —  •  +  5') 
:  V  -.-,.  r^  Q(0  $în  (5n'«  —  anf  +  5«*  —  at  —  •'+  ^) 

4-  Q(»)  «in  (5»'f  —  a»«  +  5i'  —  ai  —  »  4-  ^) 
'  "4-  Q<3>  sin  {5n't  —  a/i«  +  5i'  —  a«  —  •'+  rf) 
4-.Q<*>  «in  (5»'«  —  a/|t  Ht  5/  —  at  —  •  -#-/'! 
-f.  Q(«>sm  (Srt'É  —  ant  +  5/  —  at  —  »'+  /*) 
+  Q<»>  8Û1  (5/ï'?.—  ^«t .+  5<  —  2f  -7  «  +  /) 
-f.  Q<7)  «in  (Sn't  —  ant  4-  Si'  —  at  —  «'4./), 

OU  bien  en  faisant  '■  ^  -    j :' 

4-  Q(<>co$  («  ^/')4-Q<*)cè«  (ni'— /0+Q<«>co«  (•  —  /)4-Q(7)c<M  (•'—/), 

çt  pommant  B^  ce  que  devient  cette  expression  quand 
0n  y  change  le$  cosinus  en  sinus 

f-£l^=  A.sin  (5n'«  —  a/i«4- 5/—  ai)  — B^co8(5»'t  — aw«4.  Si'—  ai), 

Les  valeurs  des  quantités  M^*^  et  M^'^  et  de  leurs 
différences ,  se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n®  81 ,  livre  H,  dans  lesquelles  on  fera  z  =  2  ^  les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  G,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  apprc^imation. 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
îpoyen  mouvement  de  Saturnç ,  correspondacites  aipç 
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deux  inégalité  du  moyen  mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occuper^  c'est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices ,  et  qui 
résulte  de  la  double  combinaison  des  argumens 
5n't^2ntet  a/i'^— nif. Si  Fon  désigne  parP'^*^,  t'^'\  etc., 
ce  que  deviennent  P^**\  P^*^,  etc. ,  relativement  à  cette 
dernière  planète ,  on  aura 


an  da         a  da  'inf  da'      a  da   j' 

! --Pfl'*--— IPaar-^ r-GV»  -3-7 Gaa'--^^ —  K 

an  a<r       a  «fa         an'  da         a  aa  J 


a  an'  da^        a  rfa    J 

r_?  g!î'-WMC)+2a.'M<.)-52:?FV«-?F J^l 
a     »'  a  an'  da*       a  da  J* 

'-!(gfi^;:g.V^<.)4.giuTM(»)-g^Gv.'^.r  W^n> 

^    a     n'  a  an'  Ai'       a  da  j^ 


!  (52ifî)HVM<.)4^a.'M<»)-52:-F'a'«-J  Fa«:^1. 


an'  a  an'  rfa'       a  </*;  J 


De  même  eii  ùdinmant  Q'^*^,  Q'^*^,  etc.,  ce  que 
deviennent  Q^'^ ,  Q^'^  etc.,  relàtiremenl  à  m';  on 
trontvera 

Et  en  nommant  ensuite  A'^  et  B'^  ce  que  devienneut 
A^  Pj  A^,  B/,  relativement  à  m',  on  aura 
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A^matquom  maintenant  que  par  la  nature  de  h 
foiictîéa  perturbatrice,  les  valeurs  dés  quantités M^*\ 
W*^ ,  etc.,  relatives  à  Faction  de  m' sur  m ,  sotit  égales 
àcelles  des  quantités  eorrespoudautësM^*^  y  M^^,  etc., 

relatives  à  l'action  de  m'  sur  m ,  multipliées  par  — , 

autant  que  l'on  fait  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment la  quantité  A^'^*  parce  qu'elles  se  rapportent 
alors  au  développenSetit  de  la  partie  commune  aux 
deux  fonctions  R  et  W.  Quant  à  celles  de  ces  quan- 
tités qui  renferment  A^"^,  dans  le  cas  de  mouvement 
de  m  troublé  par  m! ,    il  faut  supposer  (n*    24) 

i^AS'^^sxb,  —  «,  et  dans  le  cas  de  m' troublé  par  m, 
U  faut  faire  a'A^^^rsè^  — — |  en  faisant  donc  simple- 
ment dans  les  deux  cas a'A^  ^=è^   —  a,  les  valeurs 

dcM^**^,  M^"^,  etc.,  lorsqu'on  considérera  les  pertur- 
bations de  m ,  seront  aux  valeurs  des  mêmes  quan- 
tités relatives  aux  perturbations  de  m' dans  le  rsq>- 
port  de  ma  m^  Cela  posé,  si  l'on  compare  respec- 
tivement entre  elles  les  valeurs  des  quantités  P^®^ 
P«'>,  F*^  été.,  et  P'C-^,  P'orp'CO^  etc.,  eu  observant 
que  5nf  —  2n  étant  une  très  petite  quantité ,  on  peut, 
dans  ces  valeurs,  supposer  sans  erreur  sensible  5n'=27i, 
onaura/7mF*^-f-mVP'^**^=:0)iii»P^*^4*mVP^'^==o,etc., 
les  quantités  Q^«^  Q^*>,  etc. ,  Q'^*^  Q'^*^  etc.,  seront 
liées  eiïtre  elles  pat  des  équations  seniblables,  en 
sorte  que  relativëmetlt  à  cette  partie  de  /R'^  on  aura 


DIT  StsmOL  D9  MOMDt:.  tBi^ 

mdt     """        mfdt  * 

Soit  maiAtenaot  éTA'^  l^^^entation  de  la  fonction 
/R  loisqn'on  hit  croitw  k  valeur  précédente  de 

a'A^'Me  a-~  — ,  on  aura  évidemment 

tn 
et  en  ne  considérant  que  la  seconde  partie  de  la  va- 
leur de  cTR',  oh  "Irouveta  enûore  — ^—  =  —  -^rrr  ; 

mat  tn  ai 

on  aura  donc  généralement 

nuff  nt'df  '        mdt 

fit<eènè  i%l«tiaA  fort  simiÂd  donnera  tris  ttiséiMM  la 

Vàletiifde— 2p  l^^sq^^  <*W^  de  -^s^ràdéternimée, 
on  n^aura  à  calculer  qUe  la  valetir  de  J^\  qui  sera 
toujours  très  peu  compliquée.  Si  les  quantités  M^^^^l 
M<^,^,  etc. ,  qui  dépendent  du  développement  de  la 
fonction  ït  né  renfertoaîénl  pas  la  quantité  A^'^ ,  on 
autait  simplement 

mdt  ^^'^'^^^dT 
Dans  té  Cas  les*  inégalités  correspondantes  des  moyens 
moùVêmens  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  liées 
entré  <lles  par  la  même  relation  que  les  inégalités 
correspondantes  dépendantes  de  la  première  puis- 
iSânce  des  masses  ;  c'est-à-dire  qu  en  n^ayant  égard 
qu'à  ces  parties  dés  valeurs  de  cTÇ  et  de    ^%  on  a 

m'y  a 
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les  équations 


JX=^  —  ^an/dtfd'.JK, 


/r=4- 


-fdtjd'.i^, 


d'où  résulte  la  relation  précédente. 
Dans  le  cas  général  on  aura 

On  y  représente  une  quantité  peu  considérable  détermi- 
née par  l'équation j^=::- — r-  fdtfd  .^^^ .  Les  mêmes 

it)atî^iip;$  iQsj^tçDQHt .  [5ntrQ  ks  inégalités;  qiii  ré^tesit 
des  diverses  coratîriaîsons  énumérées  n^  67^  et  en  gé- 
néral entre  les  parties  correspondantes  des  inégalité 
à  longue  période  de  deux  planètes  m  et  ml  troublées 
par  leur  action  mutuelle ,  qui  dépendent  du  caillé 
des  forces  perturbatrices;  cela  tient  évidemment  à  la 
forme  des  dîflFérens  termes  des  expressions  de^éfcTR 
ettf'Jïl'. 

65.  Au  reste,  il  existe- généraleiment  entre  les  va- 
leurs complètes  des  deux  quantités  •  çTç  et  ^IÇ  une 
équation  de  condîtidn  que  Ton  peut  démontrer  à 
priori,  et  qui  xji'est  qu'une  extension  aux  inégalités 
du  second  ordre  de  l'équation  qui  lie  entre  elles  les 
jinégalités^  dépendantes  de  la  première  puissance  de 
là*  force  perturbiatrice,  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m' qui  réagissent  l'une  sur 
l'autre  9  équation  que  nous  avons  démontrée  n^  Sg, 
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Cette  relation  devient  ici  d'autant  plus  importante , 
que  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à  vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliqués. 

Reprenons  l'équation  (i4)  du  n^  Sp. 

Les  caractéristiques  cf  et  d"  désignant  respective- 
ment dés  différentielles  prises  par  rapport  aux  coor- 
données de  m  et  de  w',  et  en  supposant  pour  abréger 


Pour  déterminer  le  mouvement  autour  de  M  de 
la  planète  m  troublée  par  l'action  de  m',  on  a  par 
le  n**  8  du  second  livre  ^ 

d'x  ._.     (M  ^m)x     ,    m'x'  ,  d^ 

W^-—? r-^^-m  -^  =  0, 

Le  mouvement  de  m'  troublé  par  l'action  de  m 
sera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  à  m  en  ce  qui 
est  relatif  à  m',  et  réciproquement. 

Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 
quantités  21:^ ,  E±|î)f: ,  etc. ,  qu'on  les  subs- 


Digitized  by 


Google 


aS4  ÏHAORtE  AVALmoUE 

tittte  dans  Tëquation  (t) ,  qu^on  intè]gre  ensuite  Pé- 
quatîon  résultante ,  en  observant  que 

et  que  par  la  nature  de  la  fonction  Â  on  a 

^A^_,.    dà..^   dà.,      dû,  dA,  dà,  . 

d^^      .     dà,.     dA,         dA.  ,       dû...       dA^  ,^ 

S>^+  ^/«^-^  3?^*-  dP^'-^fy^^y-  5?^'=--'^» 
an  trouvera 

(M+mOm/VfR+  (M+  m)  m'fd^K  s  const.  +  mm'  (?  +  ^'^  J 

Nouii  ne  coo^dëreton»  dan^^  Iq$  d^ux  m^mbr^  de  cotte 
équation  que  lea  termes  qui  dépendent  d^  l'argument 
5n't —  2nt,  et  qui  ayant  pour  djviaeur  Sn'-^an,  çpnt 
du  troisième  ordre  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons  ^  ces  termes ,  en  effet ,  étant  Içs  seuls 
de  cet  ordre  qui  puissent  acquérir  par  une  seconde 
intégration  la  quantité  (5/i' —  27i)^  pour  diviseur  dans 
les  valeurs  de  SÇ  et  de  ^^'^  Observops  d'abord  que 
les  fonctions 

/  àxdçc'  +  djrdr  +  dzdt' 

■~  ^Wl    ■■'   ^^  ■" — — -^ 

(M  +  'w  +  rn^)mm^ 


ne  reu&nnent  aucun  terme  de  cette  espèce  lors* 
qu'on  y  substitue  pour  a?,  Jp  etc. ,  leurs  valeurs 
elliptiques ,  n**  60 ,  livre  IL 
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Si  Too  GOQBidàre  dotic  simpleniaEit  les  tet*mes  de 
l'onira  "1^  dskxiB  réquation  (P)  ^  cm  atini 

mfdK  +  wlfrn  5=  o      {p). 

Cest  réquation  à  laquelle  nous  sommes  par- 
venus n^  59,  et  qui  nous  a  donné  la  relation  très 
limple  qui  existe  entre  les  inégalités  de  i%  et  de  àt^^ 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  forces  per- 
turbatrices. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  masses  dans  le  second  membre 

de  l'équation  (P).  la  fonction  mm*  T—  +  ^\  étant 

déjà  du  troisième  ordre ,  il  suffit  d'y  substituer  pour  r 
et  r^  leurs  valeurs  elliptiques;  elle  ne  peut  donc 
donner  aucun  terme  du  genre  de  ceux  que  nous  con^ 
sidérons.  Quant  à  la  fonction 

Il  est  facile  de  s'assurer  qu'elle  n'en  donnera  pas  non 
plus  de  8emblable3«  En  effet ,  soit  kçf^Vn't-i^int+B) 
lun  quelconque  des  termes  dans  lesquels  se  dévelop- 
pera le  produit  dxdx'^  par  exemple ,  lorsqu'on  7 
sabstituera^  pour  x  et  x*  leufs  valeurs  elliptiques  ^  i 
ot  i'  pouvant  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  ^  laf 
vakur  Mro  exceptée  ^  et  A  étant  une  fonction  des 
éUmens  des  orbites  de  met  de  m^  Si  Ton  augmente 
09$  élémens  die  leurs  variations  dues  à  l'action  réci^ 
proque  de  m  tXàtwf^  et  qu'on  observe  que  les  seuls 
termes  de  ce»  varîatijms  qui  ai€int  Sni'-^  ^n  pour  di- 


Digitized  by 


Google 


on  verra  que  la  yanauon  œ  ii  cos^^wr-f-wt-f-  ja^ne 
saurait  être  aucun  terme  decegenrerelatif  au  même 
argument ,  c'est-à-dire  aucun  terme  qui  puisse  par 
une  nouvelle  intégration  acquérir  le  très  petit  divi- 
seur (5n'— an)*. 

Quant  au  dernier  terme  de  l'équation  (P),  on  peut 
le  rédi^ire  au  suivant  : 

Puisque  la  partie  de  ce  terme  qui  est  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment 5n't  —  2nt  et  pour  diviseur  5n!  —  an. 

n  fautyidans  le  terme  précédent^  substituer  à  la 
place  de  jD  y  sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batrices. Or,  si  l'on  regarde  A  comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  Vy  Sy  r\  s^\  /,  ou  des  coordon- 
nées polaires  des  planètes  m  et  m!y  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs^  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perlurbatrices ,  oi;!  aura 

D'après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  de  «TA  dépendans  de  Targument  Sn't — !mt 
qui  puissent  avoir  Sn^-^an  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  des  valeurs  de  ^JV, 
^Vj  etc.  y  qui  ont  déjà  pour  argument  5n'f  —  271^  ; 
combinés  avec  la  partie  non  périodique  de  A.  En 
faisant  donc  pour  le  moment  abstraction  de  ces 
ternies,  on  peut  regarder  comme  "nul  le  second 


N 
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et  ^W  l^  fimotÎQbsde  Rei èe  R?  qui  dépendent  àa 
wnré  des  forcer  perturbatrices  ^  pette  équation ,  en 
supposant  M  ==  i^  donnera 

Si  Ton  ne  cônddère^  àii  contraire  ^  dans  l'équa- 
tion (F)  qiie  les  part3a$  qui  sbat  dues  ^  I»  oonobi- 
naison  des  argumens  ^éro  et  Sn't  —  ant ,   on  aura 

Or  f  la  valeur  de  R  donne 

Nous  ne  considérons  danç  cTA  que  les  termes  qui 
résultent  de  la^  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  ù  ayeç  ceux  de  êlV,  ^v,  J^s,  etc. ,  qui  dé- 
pendent de  l'argument  5»'<-*-:ii2)f;  Of,  la  deruiènç 
partie  de  Téquation  précédente  ne  fournit  pas  de 
termes  semblables  ^  n*  60  ^  livre  H.  Oti  aura  dcmç 
sio^plement ,  dans  ce  cas ,  m'A  =  —  R ,  et  par  con- 
séquent 

m'J^A=— J^R. 

L'équ^tiou  (P),  eu  n'aj^ant  çg^rd  qu'à  ces  termes, 
4ottpera.donf 

m/if  ./R  •+.  m'/éf .  J^R' -^  iw/R  M4K 

En  vertu  de  l'équation  (/>)  on  peut  dpimer  à  Té- 
qi|fi|ion;(^)  cçtjte  forme  : 

Tome  IIL  17 
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Si  Von  tonsidèré  uniquement  les  parties  de  ^Ç  ef 
de  J%[  qui  sOnt  indépendantes  de  la  paiiie  constance 
de  la  fonction  R  ^  en  yertu  des  formules  (6) ,  otit 
aura  simplement 

cTC  =  ~  5a'n'fdtfd\t^K'. 
On  a  y  de  plus,  par  la  formule  (8)>  livre  II > 

L'équation  (r) ,  en  la  multipliant  par  i/^  et  en  l'in-^ 
tégrant  ensuite ,  en  vertu  de  ces  valeurs  donnera 

m^j^Z'  4-  ~  m<^  +  (m  ^  m'  )mX  =  o. 

DVilléurfe,  àui  quantités  près  de  Tordre  /li,  on 
a  n^a^  =  n'^c^^,  ce  qui  donne  ^sssl/^;  l'équation 
précédente  deviendra  donc 

mVâ.J'C+m'  \/ï'./rH-(m— mOm' >/a'Ç'=o,  (M> 

équation  de  condition  à  laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  «T^  et  de  /Ç'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  et  qui  résultent  de  toutes  les 
cfombinaisons  qu'on  peM  faire  des  difierens  argumens 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  cTR ,  et  qui  ont 
été  énumérées  tiVSy  ,  h  coml^i liaison,  des  argumens 
Sn^t —  ^nt  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  s^nx, 
parties  qui  dépendent  dé  cette  comliinaîsoiï ,  en  ïès 
désignant  par  J'J^  et  cTyÇ',  on  aura  entre  fellès  l'é^ 
quation  decoxiditioa  ...    u    •  > \.  .      ^    .   -..    /,  \  ^ 
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m  Vâ.J^X  +  m'  V/^-«^,<:'-5m/<riW/;:«o. (JV) 

Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à  dpieripioer  la 
valeur  de  J^C  lorsque  celle  de  /C'  sera  connue,  et 
réciproquement,  ou  bien  eUes  serviront  à  vérifier  ces 
valeurs,  si  elles  ont  été  calculées  séparément. 

Il   fiiut  toutefois    ^mar^upr  que    s'il  arrivait 
comme  cela  a  lieu  en  effeî,  qu*'une  partie  des  va' 
ïenrs  de  J^  et  de  é>^^  fât'liéê  iiai^  l^tiâtibn  de  con- 


»      l     J    V. 


mVâ.J'C  +  m'  \/a'. /f=  o,   (t) 

toutes  les  inégalités  qui  satisferaient  à  cette  équa- 
tion n'ajouteraient  rien  aux  équations  (M)  et  (N),  en 
«orté  qu'on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nîiire 
à  leur  exactitude.  D'ailleurs,  le  dernier  terme  de 
1  équation  (M)  étant  une  très  petite  quantité,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  n»  63,  chaque  couple  d'i- 
négalités correspondantes  de  «T^  et  de  eTÇ'  satisfera 
toujours  en  général,  à  très  peu  près,  à  Téquation  (L). 
n  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  qu©  l'on  a  trou- 
vées pour  ^C  et  cTr  vérifient  l'équation  (M),  pour 
quon  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  les 
expressions  complètes  de  ces  quantités;  il  faut  qu'on 
|ie  soit,  de  plus,  assuré,  par  le  calcul  direct,  que 
l'on  n'a  omis  aucune  des  parties  de  ces  inégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible. 

64.  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de  la 
longitude  de  l'époque  correspondante  aux  préçé- 
dent«|.  Ces  inégalités  devront  éti-e  ajoutées  à  celles 
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du  moyen  mouTement  dans  l'expression  des  longi- 
tudes mojFennes. 

Reprenons   la  formule  (2)  du  n*"  4^,  qui  déter- 
mine la  variation  de  €.  Cette  formule  ,  en  intégrant 
V    et  en  négligeant  les  cubes  des  excentricités  ,  donnera 

En  diapgeant  ^^ns  cette  expres^ioi^  tout  ce  qui  est 
relatif  à  m  en  ce  qui  se  rapporte  à  m',  R  en  R',  pu 
aura  l'expression  de  J^é'. 

Examinons  successivement  les  différens  termes  de 
cette  formule.  Le  premier  np  peut  floo^^i*  <l^n$  <^i 
de  termes  divisés  par  (5n'-^27t)'  qu'autant  qu'on  qob* 
sidérera  dans  /R  les  termes  qui  ont  déjà  ^ur  divi-* 
seurs  Sn'f—  sji  ;  si  l'on  se  borne  donc  à  ces  termes  , 
la  taleur  de  cTR  rapportée  n^  58 ,  donnera  stm-* 
plement 

m 

çTr  et  J^r'  désignant  les  variation^  des  rayons  ellip- 
tiques des  deux  planètes  dépepdantes  de  l'argument 

&nft  -^  Txit  y  et  —  A^'^  étant  la  partie  non  périodique 

du  développement  de  R.  Nous  r^uisons  j  comme 
on  voit ,  cette  partie  à  son  premier  terme  j  elle  ren- 
ferme y  de  plus  y  des  termes  dépendans  des  carrés  dea 
excentricités  et  des  inclinaisons  ;  mais  ces  termes  ne 
dcmneraient  que  des  quantités  de  l'ordre  de  celles  que 
nous  négligeons^  puisque  /ret  elV  sont  déjà  de  Fordrr 
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des  cubes  de  ces  méines  ëlëmens;  on  peut  doué  ne 
pas  y  avoir  égard. 

Cette  valeur  diffërentiée  par  rapport  à  a ,  en  regar- 
dant comme  constantes  les  variations  /r  et  //,  don- 
nera 

Supposons  aux  valeurs  de  cTr  et  de  i^i^  cette  forme  : 

^  =—  :i/'£P  ain  {Wt  —  a»/  +  V—  ai)  H-  F  coi  (5»'i  --  am  -f  5/—  a*)3, 

pn  aura 

^2^=  a«  ^^r^/  [P«n(5n'«— a/«t4-5*'- af)+Fco»(5n'«— a««H-5f'-Of)], 

Nous  avons  trouva  >  n*  58 , 

On  aura  donc^  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (3) 

/,=4?!2^*  a'«>^- .  [fl'F«in(5»'«-2n«+5f'-a*)-tf'Pco8(5n'|.a/i«4-5*'-a«] 
(on — a/»}"  da* 

Considérons  le  second  termç  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5/i'  —  an)*  qui  puissent 
en  résultet*  dans  «Te,  sont  ceux  qui  dans  la  valet^r  de 
/ïf  R  dnt  d^à  5n'—  an  pour  diviseur. 
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Si  Von  suppose  donc 

R  =  m'P  sin  (5/i'«  —  an«  H-  5i'—  ai)  -f-  w'P'co»  (5/i'l  -^  a/i/  +  5*'  —  ai)  j 

d'où  Ton  tîre 

/i'R=  —  5^7~'  [P«m  (5»'i— anf+î/— atJ+Fco»  (5/»'£— a/i/-^Si'— ai)]. 

Il  faudra  corubiner  dans  Je  la  valeur  précédente  de 
fdTi  avec  celle  de  ^  qui  résulte  de  la  partie  np^^  pé- 
riodique de  R  ;  c'est-à-dire  qu'en  ne  considérant  que 
le  second  terme  de  la  formule  (a)  on  aura 

(5/1 -a«J*        da  •'  -' 

Si  l'on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de  cTé  à  la 
précédente ,  en  observant  que 

on  trouvera  y  en  vertu  des  deux  premiers  termes  «de 
la  formule  (2) , 

*'^*~5/»'— a/i)«  A  ""*    Ja   ■^^^'''dû-    /|— yPco»(5n'/-a«ï+5*'-af)J 
\r,mm'nn'jL  /       ,</Afr)        ,  .^A^^  iVP'wA(5ii'î— anf-|^f'r-at) } 
■*"(5«'-a«)«'r'"*   da   "*'''''    dû*    y  i-a'Pco«(5«'fra/i/+5f'-af^4' 

et  par  une  analyse  semblable  pouy  1^^  partie  corres- 
pondante de  ^é  y  on  aura 

5m«/i"«    /     ,  dAC*»)  ,      ,jrfvAJ5Ni   tf'P'»in(5rt'*— an«-H5i'— ai)) 
!'^--"^(5/2'-a/i)*  V  "**  da'  '*■*''     d«'*  yV— a'Pcbs(5/i'«-aii«-f5f'— af)f 
^mnini^Af       /^A<0  ^f«A(o)\i    a'P'sin(5/ï'«— a/i£-H5*'— at)  ^ 

":{5/i'-an)«"  V^""*  "da   "^  "*    da«    ^  l--a'Pco»(5»i'«-aiJ«+5f'— a.)|' 

Le  troisième  terme  de  l'expression  (2)  ne  peut 
donner  aucun  t^riPe  de  l'espèce  4^  ceux  que  npiis 
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Isonsidërons  Jorsqu  oa  néglige  lès  qaantités  d^pteiiM^ 
dantes  des  |>uissaaces  des  excentricités  supérieures 
à  la  troisième.  En  effet/  poar  avoir  ces  termes ^  il 
suffit  de  supposer 

%      da  ^      dd 

Cette  expression,  différentiée  par  rapport  à  c,  sans 
faire  varier  J^r  et  JV,  se  réduit  à  zéro^ 

Passons  au  calcul  du  dernier  terme  de  U  valeur 
de  Je.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  aura 

$t^  ~  ï/'^^^  {e^a  —  ^-^aSe  )  J. 

Il  est  clair  que  les  seuls  termes  qui  puissent  avoir 
(5n'— a/i)*  pour  diviseur  sont  ceux  de  ^a  et  de  /e 
qui  dépendent  de  l'argument  ^ri!t — 2nf ,  combinés 

avec  les  termes  non  périodiques  de  e  ^  et  de   ^  • 

pr,  <5  ^  est  une  fonctipn  du  second  ordre  par  rap^ 

port  aux  excentricités ,  et  les  ternies  de  cTû  dont  ît 
s'agit  sont  déjà  du  troisièn^e  ordre;  il  ne  résulterait 
donc  de  cçjbte  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  excentricités,  quan- 
tités que  nous  négligeons.  Tenons-nous-en  donc  à 
considérer  les  termes  de  cTê  qui  naissent  de  {a  substi- 
tution de  la  valeur  de  cTe.  On  a  pour  la  variation 
de  rexcentricité ,  ij^  4^  ^  livre  l|  ^ 

.rfe  = aed^K  — *  andt  —r-. 

^   ^    ...    .:     z       .   ■  edm 

La  première  partie  de  cette  expression  ne  peut  dosH 
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msf  dàtia  d^  moam  térs^du  getira  ée  cwk  ûétÉtû 
»'agît;  par,  k  méttae  raisonf  qcie  ps^bëdemniéttt  )  Il 
kiliia  ddne  de  ocmsièirtr,  la  seoaftde^  EtI  n'âyiiiÂ 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'argumetlt 
5nft — 2nt  y  on  ^ ,  n*  56, 

On  aura  don^  par  lai  substitution  de  cett»  valeur 

et,  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m!  «n  ce  qui 
est  relatijf  à  m,  et  l^ciproquement ,  on  aura  pour  la 
|];àrtie  correspopdante  de  ^( ^ 

.  t*  et  F'  désignait  respediireinënt^  les  parties  <:oiis^ 
tantes  du  développement  de  R  et  R^  Si  l'on  n'a  égard 
qUWt  termes  dépébdahs  des  carrés  dés  é^cei^trïcites 
^t  d^^  iiuclinaîscms,  on  a 

où  Ton  fait  pour  at)réger 

aa^.\  ifa*  ... 

da  2         ^fl»    * 


et  en  multiplUnt  par  —,  l'expression  de  iB*^  on  aura 
FeoqbressisDn  de  F\ 
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64- Il'M^  Msë  de  s'assurair  qut  tes  ymmlidiis  dnexofd 

tricites  et  des  longitudes  des  perikâies  ne  cotitienneal 

au^upe  ipëgalité  de  l'espèce  de  celles  que  nous  Teilons 

de  considérer  ici,  c'e^t-andiKe  aucun  terme  dëpeqr 

dant  de  iVgnment  de  la  grande  inégalité  du  secoçd 

ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  et  qui 

ait  pour  diyi$eur  la  très  petite  quantité  (5ii'-^3n)% 

du  rooiûs  taiiit  qu  on  n'a  égard  qu'aux  termes  dépeû* 

dans  des  troisième^  puissances  des  excentricités  et 

des  inclinaisons;  il  n'en  saurait  dope  résulter  dans  Ie| 

expreSBion$  des  liOûgitudfCs  Traies  de  in  et  de  m'  que 

des  inégalités  insensibles*  En  réunissant  par  consé-» 

qnent  1^  diterses  inégalités  des  moyens  mouvemeiU 

de  m  et  de  m^  qui  résultent  des  combinaisons  éiku^ 

méréeâ  n^  5j ,  et  celles  des  longitude^  des  époques 

que  nous  Tenons  de  déterminer,  et  en  désignatil 

par  <r^  9  cTÇ',  J^€  f  et  «Té^  ce$  gommes ,  pour  déterminer 

les  iitégalitédcori^espondantes  du  mouTement  en  Ion* 

gitude  d,e  m^  et  demf,  on  aura  ^ 

_é^i^==^Ç  +  <h,     <f t^' =  cTr  H- ^l'fi'. 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen- 
sibles des  doux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  j^orces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n'aTOns  considéré  jusqu'ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que  ceux  <^i  sont  relatifs  à  Tar- 
gument  de  la  grande  inégalité  j  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne^ iél^iiidaiïtes  de  là  sécôlade  ^iiii^tice  de  la 
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force  perturbatrice ,  et  relatives  k  im  argameat  €[îiel-- 

conqne  de  la  manière  suivante. 

Soit  H  cos  (£»Y  —  iné  4-  A)  un  terme  du  dévelop- 
pement de  R,  et  soit  K  sm{fntf  —  int  4-  B)  l'inégà- 
lité  qui  en  résulte  dans^  le  mouvement  de  m.  L'ex- 
pression de  K^  d'après  ce  que  nous  avous  dit  n*  28 , 
aura  pour  diviseur  l'une  des  trois  quantités  (i'»  •—  iny, 
{jtn'r^  in)  ou  (iV —  jfw)2t:  n.  Maîritenant,  si  l'on  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice,  il  faudra»  à  la  place  de  n't  et  de 
nf ,  substituer  fndlt  et  fndtj  et  faire  croître  dans  H 
et  A  les  élémens  de  Torbite  elliptique  de  leurs  varia- 
tions. Mais  on  a  ftidt  =  v!t -h Ç' et  fndt  =  nt^Ç; 
il  faudra  donc  dans  le  terme  Hcos(/7ï'^ — in^-f- A) 
augmenter  les  longitudes  n't  et  nt  de  Ç  et  de  Ç^,  et  en 
n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  ces  quantités  qu'aux 
termes  relatif  a  la  grande  inégalité  :  il  en  résultera 
dans  R  un  terme   du  second  ordre  de    la    forme 
ÀHcos  \rn't—intdz(Sn't  —  :int)  +  k^C\,  et  l'iné- 
galité   correspondante   de    m    aura    pour    diviseur 
[îV  —  w  =fc  {5n'  —  un)  ]%  i'n'  —  in  d=  [M  —  2/1) , 
iW — in  ±  (5n' —  27i)db/t.  Si  i'n' —  in  ou  Hn'-^indbn 
ne  sont  pas  de  très  petites  quantités  de  l'ordre  Sn' — pn^ 
on  peut,  dans  ces  diviseurs,  négliger  Sn' —  an  de- 
vant î'n'  —  in  et  iW  —  inzizn;  en  sorte  que  l'iné- 
galité correspondante  k 

m  cos  [/W  —  int  zk  {5n't  -r  ant)^  A  Hr  C] 
sera 

i:K  sin  [i'n't  —  int  db  (5n't  ~  aif^  -f-  B  +  Q , 
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quantité  qui  est  l'expression  de  la  variatîoa  de 
K  sin  {Cn!  —  int  -j-  B)  lorsqu'on  augmente  n't^  et  nt 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc,  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne ,  qui  ne  dépendent 
pas  de  Targument  5n^t  —  ant,  ou  dans  lesquels  le 
coefficient  de'f  ne  diffère  pas  de  la  quantité  57i'—  an 
du  coefficient  n  pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  n'  pouf 
Saturne,  on  aura  égard  aux  termes  du  secopd  ordre , 
en  augmentant  n^t  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
dépend;^ntes  de  langle  5n't  —  2nt. 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  yariations  rer 
latiyes  à  1  angle  5n't  -7-  2nt  des  autres  élémens  de 
Torbite  elliptique,  comme  ces  variations  sont  tour 
jours  très  peu  considéi*ables  par  rapport  à  celles  du 
moyen  mouvement ,  on  pourra  les  regarder  comme 
tout-à-fait  insensibles. 

66.  Lorsqu'on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  d'une  planète  ,  dépendantes  d'un 
même  argucuent,  on  en  fera  la  somme ,  et  on  les 
réunira  ensuite  en  un  seul  terme ,  comme  on  Ta  dit 
n**  3o.  Soit 

'     Ksin(iV^  — i/i<  +  £Vt-k  +  A) 

rinégalité  qu'on  obtiendra  de  celte  manière;  K  et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites ,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l'influence  sur 
les  valeurs  de  ces  quantités.  Si  l'on  juge  l'inégalité 
assez  considérable  pour  y  avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  n**  29.  On  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
tins  djB  la  première  >  soient  A'  et  B'  ce  que  devieupe^ist 
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iloTft  A  et  B;  on  aura 

dK       r-  K      dA       k'  —  k 
dt  200     *      di  200 

On  aura  donc  pour  un  temps  t  quelconque  compté 
en  années  juliennes ,  à  partir  de  Fépoque  qu'on  a 
c))oisie^ 

(KH-^^)sin(iV«  — m^+ZV  — «4-A-f-^^); 

et,  sous  cette  forme,  cette  valeur  .pourra  s'étendre  à 
plusieurs  siècles,  sans  erreur  sensible. 

La  détermination  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu'on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendaus  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
a  pour  diviseur  (5n^ —  ^ti)^,  et  qui  est,  par  cette  rai- 
son, très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  a,  n*  4^  * 


-àd?  3J*P' 


{i/i*-i/i')»S    r  p_     ndP*  3^P     ^ 


Les  valeur^  dé  P,  P'  et  de  leurs  différences  se  rap- 
portent à  un  instant  quelconque.  Si ,  pour  fixer  les 
idées ,  on  prend  pour  époque  Tannée  1 800  ;  que  pour 
abréger  on  fasse 

^  "^  (5/i' J-  nnjdi        (5n'  —  nn^di*  ' 

%'F  et  leurs  différences  se  rapportant  ici  à  l'époque 
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de  1800,  on  aura  pour  un  temps  qHeleopq^^  t^  ei» 
négligeant  les  puissances  de  t  supérieures  à  1^  se^ 
conde , 

Les  valeurs  de  Q  ^  Q'  et  de  leurs  différences  s*ob^ 
tiendront  sans  peine  lorsque  qelles  des  quantités  P  et 
T^^  et  de  leurs  différences  seront  coniiues;  pn  pourra^» 
daps  ces  valeurs^  n'avoir  égard  qi^'aux  premières  et 
secondes  différences  de  P  et  de  P',  et  ces  quaotité^  9q 
détermineront  comme  on  l'a  vu  n^  29* 

Si  Ton  veut  réduire  à  un  seul  terme  l'inégalité  pré- 
cédante ^  ou  la  calculera  pour  les  trois  époques  de 
1800,  :i5oo  et  2800,  éloignées  de  5oo  ans  Tune  de 
Fautre,  Soit  L  sin  (5n't  —  ant  -+-  5f'  —  ^6,+  Ç)  çetta 
inégalité  réduite  à  un  seul  terme  pour  i3oO;p  et  soient 
L',  €',  Vf  Ç'i  ce  qu§  deviennent  Ij  et^  aux  épçquçs 
de  aSoo  et  de  3800,  c'est-à-dire  lorsqu'on  fait  res^ 
pectivement  fç=;:5oo  et  ^  =  1000  dans  la  valeur  4e 
J^i^,  on  aura  pour  un  temps  quelconque  t^  compte 
de  1800^ 

les  différences  de  L  et.  C  se  rsq)portant  à  l'époque 
de  1800  y  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n^  :i9«  On  aura  ainsi 

^        4L^  — 3L  — L^  </'L_L'^— aU+L 

3r  """  1000  ^        <ft*  a5oooo       * 

M  _  4r-3g— f^        d^  ^c^^c^e 

dt   ""^  1000         ^  d^  a5ooo6      ' 
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On  donnera  de  méoie  à  la  grande  inégalité  de  m!  \^ 

forme 

(A  +  B^  +  C^O  sin  {^rit  ^2nt  +  5^  —  :2«) 
4-  (A'+  B'«  +  Cf»)  cos  {5n't  —  2nt  +  Ôé'  —  ne)  , 

et  l'on  réduira  ensuite  en  un  seul  terme  cette  inéga- 
lité par  les  mêmes  procédés. 

Lorsque  toutes  les  inégalités  du  mouvement  d*ane 
planète  seront  ainsi  ramenées  à  la  même  forme  y  il 
sera  facile  de  les  réduire  en  fables  qui  s-étendront  à 
plusieurs  siècles  avant  et  après  Tépoque  qu*on  aura 
choisie.  D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit^  il  ne  sera 
nécessaire  d'avoir  égard  aux  variations  dépendantes 
de  là  première  puissance  du  temps  dans  l'expression 
des  coeflSciens,  que  pour  celles  de  ces  inégalités  qui 
seraient  considérables ,  et  l'on  n'aura  égard  au  carre 
du  temps  que  dans  le  calcul  des  parties  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  ayant 
(5n!  -^  2ny  pour  diviseurs  et  relatives  à  la  troisième 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
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Bs^sa 


CHAPITRE  V. 


Xfes  peHurbations  dans  les  rhoui^mens  des  planètes 
et  des  comètes  ^  dues  à  la  résistance  dun  milieu 
^  très  rare. 


67.  La  résistance  qu*uh  corps  eii  hioutemetit  peut 
éprouver  par  la  réaction  du  fluide  qu*il  traverse , 
dépend  en  général  de  la  densité  du  fluide  et  de  la 
vitesse  dont  le  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse;  et  laccùrd  de  cette 
hypothèse  avec  un  g^and  nombre  de  phénomènes 
observés  à  la  surface  de  la  Terre  semble  indiquer  que 
c'est  en  eflfet  la  loi  de  la  nature*  Quant  à  la  loi  de 
deAsité  An  fluide  éth^ré  qui  entoui*e  le  Soleil  ^  die  est 
absolument  inconnue  >  puisque  l'existence  même  dô 
ce  fluide  est  encore  très  problématique.  Cependant 
on  doit  supposer,  en  général ,  que.  cette  densité  di- 
minue à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  Soleil,  et  qu'elle 
devient  nulle  à  des  distances  infinies.  On  pourra  donc 
ragardei*  la  densité  du  milieu  comme  une  fonctipa 
inconnue  de  la  distance  au  centre  du  Soleil,  et  fairef 
ensuite  sur  la  forme  de  cette  fonction  différentes  bj- 
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pothèses ,  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s'ac- 
corde le  mieux  aY«e  Tobservatioii. 

Soit  donc  ds  1  élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

planète  m ,  dans  l'instant  dt ,  et  p(  ^r}  l'expression  de 

la  résistance  du  fluide  qu  elle  traverse,  p ,  qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  du  milieu ,  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  Soleil,  en  sorte  qu'on  a  généralement  p  :=£  K^  A) 

en  nommant  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète  et  k  un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s'exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
en  multipliant  donc  sop  expression  par  les  cosinus 

^,  2^,  ^que  forme  ^élément  ds  avec  les  axes  cdor- 

donnés ,  on  aura  pour  les  trois  composantes  respec- 
tivement parallèles  à  ces  axes 

ds      dx  ds    dj-  ds    dz 

f^dt^dl'         f^  dt     dt'   ~Pdt    dt' 

Pour  déterminer  les  perturbations  que  ces  forcer 
introduisent  dans  le  mouvement  de  la  planète ,  on 
regardera  son  orbite  comme  une  ellipse  variaMe, 
dont  on  déterminera  les  élémëùs  par  la  méthode 
ordinaire.  Nous  pourrions  déduire  le6  variatiotis  de 
ces  clémeils ,  des  formules  qtte  noua  atOM  données 
n*  Si,  livre  III,  et  qui  s'appliquent  iminédiatettient 
au  cas  on  la  résistance  de  l'éther  est  la  fùrceper^ 
turbatrice  qui  agit  sur  la  plaiiète  ;  mais  nous  prp* 
fiterons  de  cette  occasion  pour  montrer  comment^ 
par  la  siinple  combinaison  des  formules  du  tnouw^ 
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ment  elliptique ,  on  peut  obtenir  très  ainéliieat  léfc 
expressions  des  ^mens  de  l'orbite  troublée  sons 
telle  forme  qu'il  conviendra  de  leur  donner. 

.  61^.  lài  Ton  désigne  comme  précédemment  par  K  la 
fonction  perturbatrice ,  et  qu'on  néglige  la  masse  de 
la  planète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 
qui  donne  >»ssi  ,  les  équalionsdifféréntidlesda 
mottveihent'  tronblé  dontoefont  d'<abM;d  les  qnatté 
intégrale»  suivantes  :     ,:..';: 


xdr  -xdx        /y  »  <a       ^  dR\  -j- 


(0 


Dans  le  icras  de  ^orbite  elliptique,  R  est  niil,  et  les 
seconds  membres  (?(:;3s  équations  précédentes  ^  ré-* 
duisent  à  des  constantes,  on  a  donc.    '  '     }    •        ». 

''  Les  trois  qriaûtités'l^c^fe  ^  ^^(/di',  \c^^dt ,  k*eprésè«t-^ 
tant  les  aires  décrites  par  lerayon  Vettténr'dc  m/pëii-^ 
dant  l'instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  Taire  décrite 
sur  le  plan  même  de  Torblte  ;  cette  aire  est  égale 
d ailleurs  à  t  V^a(i— e*)€fe,  n*  ao,  livre  II,  en' sorte 
Tome  III.  i8 
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,  a(i  ^ €•) t=»  c*  4-<?'*  +  c"*.^ 

Si  Von  prend  pour  plan  àe  projection  1^  plan  de 
Porbîte  primitive  de  U  planète ,  c'  et  c"  serout  de 
Tordre  des  forces  perturoatricès  ;  en  négligeant  donc 

}fi  carré  de  ces  fonccidy .  w  aura  \/a(i  -^e*)  =»  c. 
Quant  aoi  ctiiabiltés  o'  latid',  èllfas  dëteraiineot  la 
position  du  plan  de  Torbite;  et  en  ttommant  p  êon 
inclinaison  sur  le  plan  fixe ,  et  6  la  longitude  de  son 
nœud,  Qn  a,  n*  3o,  livre  UL 

c'=  \/a(|  -^»Jsin^co5  fl^  c*;=*- v/a(  i  — e*)  sîn^  sinfl. 

En  faisait  K]ûtlc^.ôomme  dans  le  Q*.4f  1^^^^  H» 
sin  psinf=p,  HU  ^  cosd  =3  ^  ,  on  avra 


— c 


^CeTa  pose,  si  l'on  différentie,  conformément  à  la 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (2), 
en  faisant  varier  à  la  fois  les  otostaiites  et  les  varia- 
hï^s  qu  elles'  ij^enferment ,  et  qu'on  compare  eosuite 
ces  différeptielles  à  celles  des  équatiotts  (i)«  on  aura^ 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  a,  e,p,  q  que 
QOils^  fivoi^  si^titu^çs  juax  eooatmlfi^  41^  c  ^  ç\  (ii\  les 
é^qf tions  suijf «|i^  : 


I  \ . 
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a 


K3) 


•    équations  ^yxquellçs   nous  étions   déjà  parvenus  ^ 
rf  3o ,  livre  IH- 

On  déterminera  donc  immédiatement  stînsi   l^s 
quatre  principaux  elémens  de  Torblte  troublée;  les 
^deux  autres  peuvent  s*en  déduire  avec  la  même  faci- 
lité. Ea  elfet  ^  p^  le9  foroiules  du  mouYememt  çUip- 
tique,  on  a 

r  =  iSf  (l  — ^  6  COSM  ), 

n^-f"^  —  û)=  e  — esîntt, 
tîing  i  (f.  ~  lu)  0=  y/j^  taog  l  u. 

Cq9  équations  »  ainsi  qisie  leur^  différencies  |ireh 
mières ,  doivent  également  convenir  à  VelHi^e  inva-. 
riable  et  à  Torbite  troublée  ^  ce  qui  exige  que  leurs 
différentielles,  pvkes  relativement  aux  constantes 
quelles  renferment «t  aux  quantités  qui  varient  avec 
elles ,  soient  nulles  d'elles-mêmes.  On  aura  ainsi , 
n«5i,  livre  III, 

éa{x  ' —  e  cop  «) — ode  cos •^•+- a4àu%vcLiL  =^o, 

dc}  \/i  — «•  (i  —ecosuy'^dmm^4iu{%-r^€^)m  «. 

i8.. 
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Ces  trois  équations  suflSsent  pour  déterminer  de  el 
dû?,  en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  Ton  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière ,  on  aura  les  deux  suivantes  : 

ae  v/i"— ë*df<wsinM  +  ade{e+cosu) — da(  i  — c»)  =  o  ^^ 
(de-^co)aesmu+ade(e'^ç(^+da{i—ecosuy=o  ;  f  ^^ 

ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 

de^dxoi^x—  Vi— ^)= S^iiïïïT—  • 

Celle  dernière  équation  peut  prendre ,.  comme  on 
sait,  une  forme  très  simple.  En  effet,  on  a 


d.a{\  —  e»)  =  2  V<i— ^•).rfV^(i— ^)» 


et  en  substituant  pour  da  et  d  .  \/a{\  — 6*)  leurs 
valeurs,  en  observant  qu'on  a 

N/â=a«/« ,  d'K^f/x^-^y,  et  a:f +7g=rf , 

et  faisant  attention  aux  valeurs  AedxeXdjr  données , 
n«  5  ï  j  livre  IIl ,  on  aura 

di  =  €/a>  (  I  —  \/7— 7*")  _  aamfe  (r^)  ,  (5) 

éqQation  à  laquelle   nous  sommes  déjà  parvenus^ 
n*  cité. 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4) 
pour  da  et  de  leurs  valeurs ,  on  aura  la  valeur  de  d«, 
et  l'équation  précédente  donnera  celle  (de  if€  quand  la 
v&pIeuT  de  dco  sera  déterminée.  >  « 
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On  aura  donc  ainsi  les  différentielles  de  tous  les 
élemens  de.  l'orbite  exprimées  au'  moyen  des  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  pertui4)dtrice  rela- 
tiyçs  aux  co<^données  de  la  planète  troublée.  On  peut 
donner  à  ces  formules  différentes  formes ,  selon  les 
•cas  oà  l'on  se  propose  de  ]es  employer.  Si  au  lieu  des 
coordonnées  rectangulaires  on  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polairesV,  i^f^f  on  observera  qu'en 
regardant  R  comme  fonction  de  ces  quantités ,  on  a 

dr  '      éH'  '    ds 

Nous  ayons  supposé  dans  ce  qui  précède 

en  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l'prdre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  on  a  d'ailleurs 

a:  =  rcos(i^ — c?),    ^=rsin(v  —  ai),     z  =  rs. 

Eu  comparant  donc  ces  deux  expressions  de  ^'R  après 
avoir  substitué  pour  do:,  djr,  et  dz  leurs  valeurs ,  oit 
trouvera  ,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons  , 


X 

dx 

,       dK 

dK 

X 

dfi 

dR 
dv* 

«m. 

_  I  d&. 

ds  ' 

r  ds' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) ,  (4) 
et  (5),  et  en  exprimant  les  sinus  et  c0sinu3.de  l'ano- 


Digitized  by 
\ 


Google 


^  THÉORIE  J^AlTTIQQI 

maiw  excentrique  u  en  Soni^iôn  iu  timm  «t  da  co^us 
<k  raBQttiaèie  Traie  ('-^«^  onanm  les  yji!ri«tions  de 
tous  les  'élànem  de  Todbiie  exprimés  juar  des  fon- 
teules  jqiiî  ne  condendroat  <{ue  ks  diffiérences  par«- 
tîelles  de  k  fbottîon  R  nslatîves  aax  coordonnées 
p<daûnes  de  ^  mokipliées  pAr  des  fonctioné  die  ces 
«ooidottnéesu 

Enfin  y  6Î  Ion  ofaserTe  que  l'on  a,  o""  4> 

d\^  ndt    ^    dm    ' 

dfi  dR 

a- 


dr  da     ^ 

.     ,  V  dR  éTR  >  v^  JR 

sm(i^-a>)^=:^;  cos(i.— a,)-^  =  --^, 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  pré^ 
^denle^ ,  les  variations  de  tous  les  élëmens  se  Irovi^ 
veront  exprimées  par  des  formates  qui  ne  contien-- 
dront  que  les  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  élémens  de  Toroite  ellip- 
tique i,  multipliées  perdes  fonctions  de  ces  âémetB 
indépendantes  du  temps,  eonformémeotau  théorème 
démontré  généralemecit  dans  le  a"*  17  ^  du  livre  II. 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d'ex- 
primer les  variations  des  démens  de  Forbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

69.  Revenons  maintenantàla  question  qui  nous  oc- 
cupe ici  ^  et  déterminons  |iar  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  Torbite  de  m  dues  à  la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser. 

Noos  avoûs  represe»tépar  '^^  ^  .,  ~,  ies  fore» 
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qui  sollicitent  m  dam  ïm  s^ns  d^  ses  coordonnées 
rectangulaires ,  on  aur^^  donc  dan^  ce.  C9%,  n"*  Q^  , 

dR  Adt     rfR <fe<(r     <^R  ds^ 

dce  —        ^   de^    dx~       ^    dt"  ^    dz   ^        ^    dé*  ^ 

On  voit  que  z  étant  de  l'ordre  des  forces  perturba- 

trices  -j-  est  nne  quantité  de  Tordre  dû  carré  de  ces^ 

forces  y  on  peut  donc  supposer  -^  a=  0|  ce  qui  donne 

p  =  constant  p  q  ^^  constant  ;  c'est-à-dire  que  Fac- 
tion du  miliea  résistant  n^înflue  pas  sur  la  position 
de  IVirbite  de  m,  ce4]ui  devait  natunUai»ent  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faite ,  que 
la  résistance  du  milieu  était  une  force  qui  s'exerçait 
tangentieUement  "k  chacuii  des  élémens  de  la  courbe- 
décrite  par  le  mobile. 
En  observant  que  l'on  a 

dx^^  dj^ -{-  dz^  —  ds\ 

xdjr  —ydx  =:  f^dv^=^dt  Vd(i— e*). 

Les  valeurs  précédentes  donneront 

rfR  dK  di  /     1  jt  V  r^dsdst 

<iR  <fR   .      dSi  ^  /-    ^     I     >  \  rdsdr 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (5) 
et  (4) ,  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment eUiptiqne  on  a  * 
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d^ rfr'+4r*+<gfe* 2/1 t+ecoff  u 

df  **"  </iv  r~"i       a{i — ecostt)  ' 

1     '  "     '       ■'  ••        '  "  '  ^ 

et  a' 71===  I  ^  on  trouvera  sans  peine 

•^         \t .tf  COS  M/  ' 

ï^       L   I  —  e  COS  M  -  J  ' 

'^        \  I — ecosii:/' 
A  ~  dw  (  I  —  v^r  —  e*)=i^e  sin», 

Oh  peut,  dans  ces  formules,  substituer  à  la  place 
de^  sa  valeur  en  m^  en  sorte  qu'eUes  se  trouveront 
toutes  exprimées  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique. En  eflFet,  on  a 

ndt^ssdu(ï'^ecosu), 
d'où ,  en  obâervapt  que  — ^  =:  a ,  on  conclura 

n  y  a 


dszszadus/i — ô*cos*w. 
On  aura  donc  ainsi  t 

r       V    i  —  e  COS  u  ^ 

de  =  -  2.<i  -  e-)pdu^uJï±^^l , 

^  ^"^  V    I  — ^  ccostt  ' 

V   1  —  e  COS  u  ' 


i^ 


edi 


z=s2apdu  (  i  ^  V^i— e*  —  «3cosw)i/i^ 


e  co  su 


ecos  tt^ 
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En  nommant  Ç=zfndt  le  moyen  mouvement  dans 
l'orbite  elliptique ,  on  a  dans  l'orbite  troublée  ^  n*  4^, 
iivre  II , 

On  aura  dônc'^  par  ce  qui  précède , 

dZ-=.iaâu{.  -.cos«)/p^«v/tS^-  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  élé- 
mens  de  l'orbite  elliptiqueclues  àla  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pout  les  in- 
tégrer^ il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu  y  ou  la  valeur  de  /).  On  observera  d'abord 
que  la  fonction  p  doit  être  supposée  une  très  petite 
quantité^  puisque  les  perturbatiods  causées  par  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables^  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  a  et  e  comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  on  pourrait  d'ail- 
leurs y  par  des  approximations  successives,  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés. 

La  valeur  de  p,  comme  nous  l'avons  dit,  sera 
en  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil;  et  en  y  substi- 
tuant pou^  r  sa  valeur  a{i — ecost^),  elle  dé- 
tiendra fonction  de  cos  u*  Supposons  qu'après  avoir 

multiplié  par  1/  J^^^  ^  cette  fonction ,  on  la  ré- 
duise en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
1  angle  u  et  de  ses  inultiplesi  et  représentons,  cette 
série  par 
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A  +  e  B  cos  w  +  é*  Ccos  aa  +  etc., 

A  ^  B^  C  étant  des  fonctions  qui  ne  renferniemt  qor 
des  puissances  paires  de  e,  et  devant  être  regardées 
d'ailleurs  comme  de^  quantités  positives^  lorsqu'on 
suppose  que  la  densité  décroit  en  raison  inverse  de 
la  distance  au  Soleil.  Si  Ion  substitue  <:ette  valeur 
dans  les  formules  (6) ,  et  qu'ensuite  on  intègre  ,  on 
en  déduira  trçs  aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
élémens  elliptiques  de  l'orbite  exprimées;  eifi  séries 
ordonnées  par  rapport  nux  puissances  a^sçendantes  de 
l'exceotricité. 

Si  l'orbite  s'éearte  peu  de  la  forme  circulasiFe,  «n . 
sorte  que  e  soit  uoe  très  petite  fractipn  >  en  iiégU** 
géant  les  termes  dépendans  du  carré  et  des  pu«$sa^CM 
supérieures  de  l'excentricité ,  on  aura  . 

cTa  =  —  2a*[Au  -f-  e(A-f-  B)sint^] , 

«Te  =  —  2a[Asinu  +  y  eB{u + î  «in  i^  )}  ^ 

e/ctf  ==  2a(Ac^u  -H  ^  «B  cos  ùu), 
cTê  =  —  a (Acos u  +  \eB cos  tiu). 

On  voit  par  ces  formules  q«u9,la  longitude  <lu  pé^ 
jiJhélie ,  ainsi  que  celle  de  Tépoqua ,  ne  sont  9aw«- 
jetties  qu'à  des  variations  doi^t  la.  péi^iada  n'oxcède 
pas  la  durée  d'une  révolution  de  la  planète;  il  en  se- 
rait de  même  relativement  à  l'inclinaisoù  de  Torbite 
et  à  la  lon^tude  dm  nceud^  en  ayant  mêoi^  égafd 
au  carvé  de  la  fofoe  perturbatrice;  ai  Ton  nti  cokh 
sidère    donc  que  les  inégalités  qu'un    long.inter- 
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valle  pettt  Toiclre  sensible^oti  iium 

/a  =  —  2«*Aw,  Je  5=  -^  oeBu ,  Ç  ==  ^apAu^  , 

d'bù  l'on  doit  conclare  que  la  résistance  du  milieu 
n'altérera  à  la  longue  ni  la  position  du  plan  de  foi^ 
bile ,  ni  ttlle  de  son  périhélie  ;  tnaîs  comnàe  A  et  B 
sont ,  par  hypothèse  ,  des  quantités  positives ,  elle 
fera  décroître  indéfiniment ,  et  par  degrés  insensi- 
bles, le  grand  axe  et  l'excentricité.  L*orbite  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forme  circulaire ,  et  il 
ttï  résultera  une  inégalité  séculaire  dans  l'expression 
de  la  longitude  moyenne ,  et  par  conséquent  dans  la 
liurée  de  la  rérolution  de  la  planète.  En  effet,  /ridt+s 
étant  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  le  vidé, 
la  variation  du  moyen  mouvement /m/^  introduira 

dans  <;ette  expression  Tinégalité  -  anAi^.  Ainsi  donc , 

en  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 
angulaire  de  la  j^anète  s'accélère  de  pitrs  en  plus , 
ei  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaqwe  révolution. 

Si  l'on  considère  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l'excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  on  aura  JW=  ^ — ^^'A^tt,  cTess: — iaeBîi;; 
ainsi ,  par  l'effet  de  la  résistance  du  milieu,  l'or^ 
bite  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire ,  tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement ,  elle  doit  finir 
par  atteindre  la  surfaee  de  «et  asire. 

Au  reste ,  si  les  espaces  célestes  mut  remplis  par 
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un  fluide  très  rare,  .aucunjd  pbservalion ^n'a  indi^œ 
jusqu'ici  qyte  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ;  mais  il  serait  pos- 
sible  qu'il  eût  une  action  sensible  sur  les  comètes, 
k  cau^e  du  peu  de  dextsité  de  la  matière  qui  les  com- 
j)Ose,  comme  nous  lavons  ditn*  49  ^  livre  IIL 

7 1  •  Considérons  donc  maintenant  le  cas  dçs  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Sî  Ton 
n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  que  la  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
de  la  CQrnète ,  on  pourra  ne  s'occuper,  que  des  va- 
riations du  grand  axe^  de  l'excentricité  et  du  moyen 
mouvement ,  puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  l'époque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules (4)  6*  1*  formule  (7)  ,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

'^a::^-aa'rcdif^^±^-.  v/i-e-cos-«l; 

J  '^      Lv/i— e*cos»M  J 

^  —  Zanfdtfpdu\jyj~^^^  \/i— ê*cos»«Aj. 

Supposons  qu'en  développant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  cosinus  de  l'angle  u  et  de  ses  mul- 
tiples la  fonction 

•  pJi+ccosm)     , 

|/i  —  e'cos*M  ' 

dans  laquelle  on  substituera  pour  p  sa  valeur  en  fono- 
jion  de  «,.on  ait 
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A  4-  A'cos  u  -j-  A"cos  i  m  -f-  etc. , 
et  supposons  que  la  fonction 

p  V^i  —  e*  cos*M , 

deTcloppée  de  la  même  maiDiîère ,   donne  la  série 
suivante  : 

B  +  B'  cosM  -f-  B"  cos  3  «  rf-  etc; 
en  négligeant  les  quantités  périodiques  ^  on  aura     . 

/a  =  —  aa'(2A  r-  B> ,  \  - 

J^e==-îîLI^(A-B)«,        (8) 
.  C  =  I«(2A-B)«%  ) 

et  pour  déterminer  les  coefRciens  A  et  B  ^  on  aura , 

n«   i8, 

.    1    /*♦  pJfi(i  4-  écofliQ  ' 

«■  J  o     V^  i  —  c*  cos'  u 

Y       /^V 

B  =5  -  /     fdw  yi— .^•cos*«;  .     ;$:; 

%      •  -,  .  \    •  ■  >  '.       I    .      • 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent^  à:raide:de, 

transformations  très  simples,  se  ramener  a  k,j(ip«*m^. 
d'intégrales  elliptiques  dans  .un  cas  trèséte^uy  c^pil 
où  l'on  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
une  série  composée  ^Vn'  non^bl^e  quelconque  de 
termes  y  et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes du  rayon  v^teur  r  tnultipliées  par  des 
coefficiens  constans. 

Prenbnsd'abord  pour  exem{^e  ie  casie  pi«ts'  Ë^fife  y 
celui  OTii'imi  suppèbe!  que'  la  densité  du  ibiliéfit  èSt  la' 
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même  dans  tous  les  points  d^  l'orbite»  Qn  a  généra- 
lement; n'  67,  p=K^r-J ,  r  élant  le  rayon  vecteur  de 

lacomète,  et  q/-)  une  fonction  dç  r  qui  devient  égale 

à  Tunité  quand  r=  1 ,  enfin  K  une  constante  qui 
dépend  de  la  densité  du  fluide  à  l'unité  de  distance, 
et  de  la  masse  de  l'astre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons ^  on  a  donc  p  =  K,  et  ^  en  obser- 
vant queîKntégrplè/  '■  ^^^rrai  est  nulle  entre  les 
limites  14  =  o  et  m 5=»  çx,  oïl  aurift 

.  ^K  /•»  du 

A  =   —  /     -7======  , 

^  K  /*«•   , ' 

Ces  intégrales  doivent  s'étendre^  comme  les  pré- 
cédentes, depuis^  2/ =;=o  jusqu'à  'ui=^^;  mais  îl  est 
clair  qu'on  obtiendra  égalemeut  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant enti^  les  limites  w=ïO  et  tt  =  |<v,  et  en  ayant 
soin  de  doubler  les  résultats*  Les  expressions  de  A 
et  B  repi'ésfentent  alors  dés  fonctions  elliptiques  de 
prémîèrte^  et  de  seconde  espèce;  et^  d'après  la  nota- 
tibn  adoptée ,  on  aura ,  n*  2^  ^ 

■r:        _...    .A't^.-^_r(e),    •    ■• 
Jgo^l»^tuaut  ces  Vj^eurs  daii$  les  fbrarales  (S)^ 
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comète, p  ce.ifdl;  si))^pofi0  z«;s3ra^9  eu  obso^irant  de 
plus  <ju  on  a  —  =?=  -j^  ,  on  trouvera 

.    JVi:?=:— 8a*K[:jF(e)— E{e)]  ,        J 

/n  =  i2a7iK[2F(c)  — E(e)].  ) 

Consfdérous  en  second  lieu  le  ca&  qui  semble  in-* 
diquë  comme  celui  de  la  nature  par  l'analogj;»^  qu'il 
présente  avec  un  grand  nombre  dé  phénomènes  sem- 
blables qui  se  passent  à  la  surface  de  la  Terre,  celui 
où  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  de  l'astre  au  noyau  que  ce 

.  milieu  recoayrç.  On  aura  alors  f  =  -7  eu  désignant 

par  K  un  cùefficient  constant,  pu  bien  èti  mettant 
pour  r  sa  valeur,  On  aura 

P         a^i  —  ecosuy         a^{i — e^cos^'uy 

Si  fensftbffkiti^  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
A  ett  B,  qwe  pour  abr^er  on  £aissev^t<^e*cos^E/iteA> 
ce  qui  donne  e'cos*K=:  i  — A%  et  quW  observe 
qu'on  peut  ome^re  sous  le  si^e  intégral  les  mul- 
tiples inlpàirs  de  cos  m,  on  trouvera 
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Op,'par  la  théorie  des  fonctions  elltptiqfies,  on  a  (*), 

y   A»  — "  3(1— c*)Vi— eV  3(1— e')'^^-'* 

on  aura  donc 

et  ea  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  ,(8} , 
on  trouvera  ,     .        ' 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
ment, en  étendant  la  méhie  analyse  Mt  cas  jdiis  général 
où  la  loi  :de  la  résistance  est  exprimée  par  xxpt  for- 
mule de  lacforme 

P  =  A  +.  -  +  ;5  •  .  .  ^H-  -p.  +.etC.,    : 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l'orbite  de  rri  au  calcul  d^  fendtions  ellip 
tiques. 

'' —    ,Vr — 4  > ^'  _.  -     ;• — ; ' 

(*)  Traité  dès  Fonctions  elliptiqi^a^  tome  P,  page  a56. 
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7!2.  Nous  ayons  dit  que  jusqu'à  préseut  les  observa- 
lions  n'araîent  indiqué  dans  le  mouvement  4^  p)^'' 
nètes  bu  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante  de 
ia  résistance  du  milieu  qu'elles  pourraient  avoir  à  tra-^ 
verser;  les  formules  du  n**  70  peuvent  donc  être  regar-* 
àées  comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu'ici  sàios  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n'eu  est  pas  de  même  relativement 

.  aux  comètes  :  la  matière  éthérée,  s'il  en  existe  une 
autour  du  Soleil ,  pourrait  avoir^  comme  nous  l'avons 

'^  Tu^  une  influence  sensible  sur  leurs  ipouvemens,  à  rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  effet ,  on  a  remarqué  dans 
les  rietours  au  périhélie  de  la  comète  à  courte  pé- 

,  riode  de  i8jg,  celle  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment ,  quelques  inéga- 
lités que  le  ^calcul  de  ses  perturb^ions  n'a  pas  sufE 
pour  expliquer,  et  que  Ton  a  cru  devoir  attribuer  à 
Teffet  de  la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loiti  d'admettre^  du  moins  quant  à  pré- 
sent >  cette  explication  autrement  que  comme  une 
hypothèse  plausible,  nous  allons,  pour  montrer  l'u- 
sage des  formules  précédentes,  en  faire  l'application 
au  mouvement  de  cette  comète. 

Selon  M.Encke,  les  élémens  de  l'orbite,  en  i832, 
étaient  : 


Tome  III.  19 
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Pa^MgènupéHhèiie,  mai  i83«,  3*^99^  (temps  tttôy.  à  Paris.) 

DemirgrandMCi..^. ,*.....  3.aîiaa4o 

Rupgort  de  Heacentricùé,  au  demi-grand  axe.  o.  845433  ^ 

Lieu  du  périhélie ••-  \5f!ii[    7.'^ 

Longitude  di^  nœud  ascendant, , . . 334-32.    5,2 

Inclinaison. •  •  •  •  • ,  iS.M.  12,3 

Môii\^ment  moyen pai*' jour. .....;...:....  lO^i" jt>^5cfi. 

Diaprés  <:es  données,  en  faisant  b  ^^  \/i — ^^on 
aura  b  =  o,534o8o7  ;  et  si  Ton  nomme  9  Fangle  qui 
aurait  pour  sinus  Vexcentricité  e  de  Tôrbite,  en  sorte 
qu'on  ait  e  =  sin9,  6==cosfl,  ou  trouvera 

,    e«57V45'6%5. 

Cette  Valeur  de  6,  par  les.taWes  calculées  par  Le- 
gétidré  (Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  II), 
donnera 

log  F  (e)  =  0,3217456,     F  (e)  =  2,09771, 
log  E  (e)  =  0^0908971 ,     É  (e)  =  1,25^99; 

de  là  oii  tire 

F(ô)  —  E(e)i=:  0,86472, 

2F  (é)  —  E(e)=±  2,96245. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d'^un  milieu  résistant,  dé  densité 
coùstarite , 

cTa  =  —  n7,o36o8K,  ) 
^e  =  —      5,i8668K,  >  (11) 
cT/i  =  0,41 02 3K.  î 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  parait  pkis  vrai- 
semblable, celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de lastre  au 
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Soldl.  Au  moyen  des  valeurs  précédantes  de  F  (a)  et 
de  £(e)>  on  trouvei^  sans  peine 

^jj^ss=sig,6ivio5,  -j^=n,5255o,  -^'sztSo^iG^] 

d'où  l'oïl  coi^clura  ; 

(- J-.)ï'C')-(— »')l^  =5.,,7,98, 

(.-34,)F(e)-(|_i)»^>  =45,-5,.. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (lo),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  l'ex- 
centricité et  du  mouvement  moyen  résultant  de  l'ac^ 
tîon  de  Téther,  après  une  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 

J^a  =  —  4i4,i758oK,  i 

cPe  =  ~    27,46556K,  W13) 

J'n  j=s  i,45i74K.  J 

£0  iijoatant  les  variations  précédentes  aux  altéra» 
tidns  que  subissent  les  mêmes  élémens  par  ratttactioû 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  iSS^  à  i855,  et  qu'on  déterminera 
par  les  Ibrmules  du  n*  52,  livre  II,  on  aura  les  va-r 
nations  totales  de  ces  éléniens  ;  mais  pour  déterminer 
naménquemeiit  les  valeurs  de  ^a,  J'e  et  J'n,  il  ùlvu^ 
dtait  ccmniiitre  encore  la  valeur  du  coefficient  K  qui 
dépcmi ,  comme  on  l'a  vu  n^  67 ,  de  la  densité  et  de  la 
forme  de  l'astre  en  mouvement,  c'est-à-^dir^  de  la 
WBtatè  même  de  la  cctoète,  qui  nous  est  absolument 
incoiinue.  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  hypo« 

19.. 
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thèse  9  comparer  les  formulés  précédentes  aux  obser^ 
yàtiÔDS,  en  n'empîojaut  que  leurs  rapports  entre 
elles  ^  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  indéter- 
miné K.  Ainsi, par  les  formules  (ri),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  Variation  du  grand  axe  et  de  l'excentri- 
cité  à  celle  du  moyen  mouvement , 

Â^  ^  285,39640, 

te    '  ^   • 

g-   =    —        12,64345,; 

et  par  les  formules  (12),  on  trouvera  • 

ta 


Tk 


=  —  285929640, 


j^  =  —     18,91906. 

On  Voit  que,  dans  lès  deux  cas,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  à  celle  du  moyen  mou- 
vement est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
formules  (9)  et  (10)  ;  tandis  que  les  variations  de  l'ex* 
centricijté.  et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différens;  le  premier  est  moindre  que 
les  deux  tiers  du  second.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  poa« 
vait  déterminer  avec  exactitude  la  partie  de  la  varia- 
tion de  l'excentricité  et  du  moyen  mouvement,  indé- 
pendante de  l'action  des  planètes ,  en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédons,  on  aurait  un  moyen  de 
reconnaitrequelle  est  l'hypothèse  la  plus  probable  pour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises ,  les  approximations 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes,   et   les 
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quantités  qull faujt  déterminer  sont  trop  petites,  pour 
qu'on  puisse  espérer  d'y  parvenir  de  cette. manière. 
:  M.  Eocke^  qui  s  est  particulièrement  occupé  de 
cette  comète;  a  essayé  de  déterminer  directepiént , 
par  la  Comparaison  du  calcul  et  des  observations^  la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  ^  suivi  pour  cela  la  mé^ 
tbode  employée  généralement  par  les  astronomes , 
pour  la^  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  du  mouvement  des  planètes* 
Il  a  choisi  un  certain  nonibre  de  lieux  observés  vera 
les  passages  au  périjbélie  de  1819,  1822  et  1 823;  et 
comme  les  perturbations  causées  par  Faction  de  Jju* 
pîter  ont  été  très  considérables  pendant  la  périoda  de 
1819  à  1822^  et  que  la  valetir  qu^on  assigné  à  la 
masse  de  cette  planète  a  du  avoir  .beaucoiiip  d'in^ 
ftueuce  sur  leur  détermination ,  pour  tenir  compte  de 
cette  circonstance,  il  a  supposé  aux  élémens  de  Vj€^^ 
bile  des  corrections  dépendantes  à  la  fois  d'un  chan- 
gement  dans  la  ipasse  de  Jupiter  et  de  rhypotbèse 
d'un  milieu  résistant ,  et  il  a  déterminé  ensuite  avee 
ces  élémens  les  mêmes  lieux  de  la  comète  par  le  cal- 
cul. La  différence  des  ascensions  droites  et  des  d^lî^ 
naisons  ainsi  déterminées,  aux  mêmes  quantités  don* 
nées  par  l'observation ,  lui  a  fait  connaitre  Terreur  de 
ses  jsuppositions.  Il  a  formé  ainçi  autant  d'équations 
qu'il  y  avait  d'observations ,  et  il  les  a  combinées  en- 
suite par  la^méthode  qu'on  doit  à  Legendre ,  de  ma- 
nière à  déterminer  les  valeurs  des  inconnues,  c'est-à- 
dire  la  correction  de  la.  masse  de  Jupiter  et  le  coeffi- 
cient K,  qui  rendent  mininuim  la  sommé  de»  cah^ 
des  erreurs.,  -      :>      . 
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Itf..  ËDck^  I  à  Taîde  delà  valeur  cle  K  ainsi  obtenue, 
a  àakulé  des  éphjémérides  de  la  comète  pour  1 828  ; 
niais  ces  éphétnërides^  distribuées  d-ayaucé  au3t  as- 
tronomes ,  représentèrent  fort  imparfaitement  lest 
observations  de  cette  époque.  Lorsque  la  comète  fut 
de  retour  à  son  y'périhélie  >  M.  Encke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  cq  passage,  qu'il  joi- 
gnit à  celles  qu'il  avait  déjk  employées,  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jupiter  et  pour  le  coefficient  K;  mais  c^s  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu'il  était 
impossible  de  les  attribuer  à  quelques  quantités,  négli- 
gées dans  lé  ^calcul ,  ou  à  de  simples  imperfections 
dana  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
fr'en  tenir  aux  résultats  des  derniers  calculs',  fondés 
siir  Fensemble  de  touies-  les  observations  qu'on  avait 
fsoiiisidérées ,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don-* 
Ber  plus  de  certitude  que  les  premiers,  appny& 
séu)emeiit  sur  une  partie  d'entre  elles.  M.  Encke  a 
cru  devoir  en  agir  autrement;  il  a  èherché  quelle 
serait  la  correction  de  la  maiise  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coèf- 
fioetit  K,  et  il  à  trouvé  qu^l  suflSsait  pour  ôcla  de 

suppçser  h  masse  de  Jupiter  égale  k     g.^v>  au  lieu 

de  la  supposer  de  -^  ^  ^  çoipme  çUç  résultç  desélon- 

giitioas  des  satellites  observées  par  Halléj.  Ge  résul- 
tat est  d'autant  plus  remarquable,  que  cette  Taleur 
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de  la  masàe  de  Jupiter  s'accorde  presque  entièrement 
avec  celle  que  Gauss  à  déduite  des  obfierV:ations  de 
Pallas ,  Nîfiolaï  dé  celles  de  Junon^  et  enfin  £acle  et 
Hejligenstetn  de  celles  de  Vesta  et  Cérès.  Les  deux 
séries  d'abservatibns  choisies  par  M»  Encke  conduira 
sent  alors  à  la  même  valeur  du  coefficient  K|  eu 

sorte  qu'en  adoptant  la  valeur  — 5â~"7  ^^  ^^  masse  de 

Jupiter^  qui  est  .en  effet  celle  qui  semble  s  accprdiçr 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites 
planistes  ^  on  aura 

U  £aut  encore  ol;»erver  qu'il  ré$ulte  des  deux  équa-^ 
tions  de  condition  données  par  M.  Encke,  qu'il. se^ 
xait  impossible  de  rejeter  absolument  l'hypothèse 
d'un  milieu  résiataot,  sans  être  obligé  d'attribuer  à 
la  mâw  de  Jupiter  une  valeur  qui  ne  s'acçprderaijt 
plus  avec  J<e$  autres  pjbéuomèues  céle^tfss  vOu  d^  sup»- 
pQser  au^i:  ofaserva^ipps  des  erreurs  qui  clçpaswraieput 
les  iimifes  qu'on  peut  ra^ppnabiemeut  leur  at^ 
j^ibuer. 

]M[.  Epcl^e  a  £ait  voir  ?i^uile  qu'ep  calculant  daii^i 
r^ypqthèse  dVp  ïfkiU^n  ^-é^fetainj;.,  ftvec  la  v^leypr 
précé4epte>  le^  é^fP^p^  dç  l'orbile  aifix  trois  epQq;^e^ 
419  17:36,  d^  1795  et  4^  i8o5r  wtérîfevr^^  à  celle  d^ 
iÔ*9i  9n  1^' retour  fi^^iq^e  4^  \^  cppip^e  fut^ftp 
irwPM^M»  <«Q  obtif»!  4^  résultais  assers  concordant 
^^c<9QMI^aervMi09(^f  piçHiB  qi/ow  puis^  attrib^çr  Iéj? 
4iff;^u(î^  «i0>t  A^.?^  eywurs  dont  eUe^  sofl^^  s^iscepHi- 
Hps^  sQJit  aux  îfiep^çtiitiide^  <d^& ca.lçu}^>  ([]pi>  >de  1 766 
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à  ta  19^  comprennent  un  intervalle  de  Ain  rëv6Ia=* 
lions.  Si  l'on  se  refusait^  au  contraire j,  à  adniettre 
l'existence  d'un  milieu  résista,nt ,  on  ne  parviendrait 
à  représenter  lés  anciennes  observations  qu'avec  des 
diflërences*  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  2t' 
en  plus  ou  en  ii^oins^  et  qui  pourraient  s'élever, 
dans  le  cas  le  plus  favorable^  jusqu'à  169',  résultat 
inadmissible^  quelle  que  soit  Tincorrection  que  l'on 
suppose  à  ces  observations*  11  semblerait  donc  ^  dia- 
prés ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  EncLe,  qu'on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l'action  d'un  milieu  résistante,  ou  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n'influe  sur  la  marche  de  la  comète  à  courte  période 
de  1819.^    '^    '  * 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'en  ad- 
mettant même  l'exislence  d^un  milieu  éthéré;  il  res- 
terait encore  h  décider  ^î  l'hypothèse  d'une  résistance 
réciproque  au  carré  dé  la  dii^ance  au  Soleil,  que 
M.  Encïe  a  adoptée  dans  ses  calcula,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  natui^e,  car  tout  autre  hypothèse 
donnerait  des  résultats  très  dilFérens.  Quant  à  la  cir- 
constance qui  a  fait  rencontrer  à  M.  Éncle,  pour 
la  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 

cordante  avec  la  valeur  de  cette  ïnàsse,  déduite  des 

■> 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nons^  semble 

simplement  Tèffèt  d'un. hetireùxhasardr,  puisque, 

de  l'aveu  même  de  cet  astronome ,  les  obserYations 

de  18 19  et  1822  étaient  peu  propres  à  déterminer 

des  quantités  aussi  petites  que  la  corre^ti^n  de  la 

masse  d^  Jupiter,  ^l  le  coefficient  K,  h-  cause  de& 
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peiiurbations  considérables  que  la  comète  a  subies 
durant  cette  période.  Enfin ,  nous  pensons  qpe  c'est 
au  temps  et  à  l'étude  approfondie  qu'on  fera  des 
perturbationis  de  cette  comète,  lors  de  ses  retours 
successif,  qu'il  faut  laisser  à  décider  un  point  aussi 
important. 

.  Quoi  qu'il  en  soit,  d'après  la  valeur  du  coefficient 
K  donnée  plus  haut,  on  aura 

JVi  =  — '.  0,464^2  , 
«Te  ==  —  o,o5o85o, 
JVî  =        356'Si5o8o. 

Ces  valeurs ,  jointes  à  celles  qui  préviennent  de  Tac- 
tîon  des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvjement  de  la  comète  de  j.83a 
à  i835,  et  permettront  de  déterminer,  à  l'avance, 
sou  orbite  pour  l'époque  de  son  [NX)cbain  retour. 

75.  Les  formules  précédentes  s'appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification ,  au  cas  où  la  forcé  per- 
,turbatrice  serait  Tactiop.  4f'U  lumière  sur  les  planètjt^ 
et  les  comètes ,  soit  qu'on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d'un  fluide  élastique,  soit  que  dans  le  sys- 
tème dé  rémission  on  la  considère  comme  une  émar 
nation  du  SoleiL  En  effet,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  d^une  égale  densité,  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Gela  posé, . si  l'on  transporte  en  sens  inverse  à  la 
lumière  la  vitesse  qui  anûne  la  planète  dans  son 
orbite,  on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet  astre 
cet  en  repos  V  et  l'action  réciproque  du  fluide 
lumineux  et  de  la  planète  n'en  sera  pas'  altérée. 
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J^e  =  — 


(I  —  e«)i 


a  et  e  dans  ces  formules  pouvant  être  regardés 
coifame  des  constantes^  et  étant  les  élémens  de  Ter-* 
bite  à  l'instant  où  Ton  3lUs=zo. 

Quant  à  Tinégalité  correspondante  du  mouyement 
moyen /on  ^peut  la  déterminer  au  moyen  de  Ja  for- 
mule (7),  ou  la  déduire  de  l'expression  précédente 

de  «Ta;  en  effet  on  a  —  =— .' ,  par  conséquent 

rfÇ'=i=JWfo  =  —  — -dt,  en  substituant  donc  pour 

J^asa  valeur  et  en  observant  qu'on  peut  faire  2/=7if 
quand  on  néglige  les  quantités  périodiques ,  en  in- 
tégrant on  aura 

3A(i4-  e')nV 

On  voit  par  ces  ibrmules  que  rimpulsibn  de  la  lu** 
mière  produit  absolumfent  le  même  effet  sur  le  mou- 
vement de  la  planète  que  la  résistance  d  un  milieu 
très  rare  qu  elles  auraient  h  traverser. 

L'inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes^ 
à  cause  de  Textréme  petitesse  que  peut  avoir  alors 

le  diviseur  (1 — :e*)».  Relativement  aux  planètes  on 
peut  négliger  le  carré  de  rexcentricité ,  et  cette  iné- 
galité devient  ainsi  — j=r.  Pour  déterminer  le  coeft» 
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«cieot  h  qui  entre  dans  cette  expression,  nous  suppo* 
serons,  conformément  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides ,  rimpulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité ,  à  la  surface  sur  laquelle  elle  tombe ,  et 
au  carré  de  la  yites3e  du  fluide  luniineux.  En  eflèt, 
.soit  ds  l'espace  que  la  lumière,  parcourt  dans  l'ins- 
tant dt  en  vertu  de  sa  vitesiseo)  :  la  masse  de  lumière 
qui  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons 
lumineux  sera  fds  multiplié  par  la  surface  de   ce^ 
grand  cercle;  et  comme  cette  masse  est  animée  de 
la  vitesse  ^u,  et  que  l'action  que  lé  fluide  exerce  est 
égale  à  sa  masse  imultipliée  par  sa  vitesse,  l'impul- 
sion de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  sera  7rK*fG}ds, 
en  nommant  R  le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a  d'ailleurs  ds  z=:  cûdt ,  cette  impulsion  sera  donc 
égale  à  - 

^Rycù^dt. 

Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  force  motrice 
que  Taction  de  la  lumière  communique  à  la  planète; 
en  la  divisant  donc  par  ¥dt,  P  étant  là  masse  dé  la 
planète,  on  aura  là  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité;  cette  force,  par  le  numéro  75,  est 

égale  à  -7 ,  ^^  ^^^^  donc 

n  s=       p      ■ 

L^inégalité  séculaire  - — 7-jr  due  à  l'impulsion  de  la 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  en  observant  que  a'»' ?=  1 , 
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^4*  D^i^s  le  système  de  rémission,  la  masse  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  là  perte  des  rayons  lu- 
mineux qui  en  émanent  :  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  'mouvement  des  planètes 
et  des  éomètes,  que  Ton  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante/ Soit  i  la  masse  du  Soleil  & 
l'instant  que  Ton  choisit  pour  époque ,  et  soit  i — qt, 
cette  massé  après  le  temps  t,  q  étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse,  sa  force  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre ,  d'après  le  principe  des  aires;  la 

quantité  V(i/*(i—^*)^  ou  /x  exprime  la  somme  dés 
masses  du  Soleil  et  dç  la  planète ,  doit  pai*  conséq[aent 
demeurer  invariable  ;  en  nommant  donc  a^  et  fi^ 
ce  que  deviennent  a  et  fju  à  l'origine  du  temps  f, 
et  négligeant  le  carré  de  l'excentricité  ,.  on  aura 
y/ofi  =i  s/a^fi^*  Si  Ton  néglige  la  masse  de  la  pla- 
nète devant  celle  du  Soleil ,  par  ce  qui  précède  on  a 
;Dt^=i,  ft=  1 — qt^  on  aura  donc  au  bout  du  temps  <, 

^  =  rrrji^ 

et  en  vertu  de  l'équation  à?n^zss.fL^  pu  en  conclura 

n  ^  n^{\  —  ^0*- 
En  négligeant  donc  le  carré  de  q^  on  aura 

S'a  =5  afity    cT/i  =  —  aç/ï/. 
L'équation  «T^  ==  fSndt  donnera  donc  pour  l'iné- 
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galité  ^éeokire  due  k  la  diminution  de  la  masse 
solaire 

/Ç  =  ~  qn/\ 

Four  déterminer  le  coefficient  q  qui  enjtre  dans 
cette  expression^  observons  que  co  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p  sa  densité  au  jioint  de  l'espace  qu'oc- 
cupe la  terre /la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
rinstant  dû  sera  0pde,  ïùu\ti]^\îê  par  la  surface  de  la 
spbère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  fyita^œpdtf 
et  comme  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu'- 
tion  de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
on  aura 

> 
Linégalîté  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
du  Soleil ,  sera  donc 

— ^  fyKa^ntopt^. 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à  ccflle  que 
produit  rimpulsion  de  la  lumière,  et  elle  est  infini-* 
ment  plus  grande.  En  effet,  en  comparant  (ées  deux 
équations  on  voit  qu  elles  sont  entre  elles  dans  le  rapr 

port  de — i^^^  -^,  ou  de  —  i  à  'gp  .  Cette  der- 
nièn.qïlaxitité  est  nécessairement  une  trè^  petite  frao* 
tîon.  Pour  la  Terre,  par  exemple,  —  étant  la  paral- 
laxe solaire,  si  l'on  suppose  cette  parallaxe  de  6'^^58, 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à  ^gg»  g,  on  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  —*  i  à  o.bo623i24i 
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en  sorte  que  l'inégalité  séculaire  de  la  Terre  due  à 

rimpidsion  de  la  lumière  est  moindife  que  ^7-7  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire^ 
En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 

<rc  «  -  4*flV«(i  ~|^)<'- 

Cette  formule  donnera  l'inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l'action  de  la  lumière  sur  le  mouve* 
ment  de  la  Terre  dans  le  système  de  l'émission^ 

L^impulsion  de  la  lumière' solaire  est  absolument 
insensible  sut  le  mouvement  de  la  Terre,  et  Ton 
démontre  aisément  qu'elle  n'influe  pas  d'unr  quart 
de  seconde  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à  réquation  due  à  la  diminution  de  la  masse  solaire, 
Laplace  conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille;,  ans  la  masse  du  Soleil  n'a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d'altération,  soit  en  plus ,  soit  en 
moins.  En  effet,  — qnfi  étant  l'équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à  cette  cause  ^  si  l'on  désigne  par  /  l'é- 
quation séculaire  de  la  Terre,  /étant  un  arc  exprimé 
en  degrés>  on  aura  ^ 

/ 

qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soleil ,  nt  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  Terre  dans  le 
temps  t.  Si  l'on  suppose  que  t  représei^te  un  nombre 
d'années  sidérales,  on  aura  ./2  =  36o^;  en  faisant 
donc  t  =:  200O;  on  aura 

/  / 

qt  =  ,         •     . 

■'  720000  t 
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Da'près  les  obscs^rations,  l  ne  dépasse  pas  à  o**,56, 
ainsi  6f^  est  au-dessous  de . 

76.  Si  Ton  regarde  k  gravitatioa  comme  résultant  de 
Feffçt  de  Fimpulsioa  d  un  fluide  vêts  le  œntre  d'at- 
tmctiou^  il  résultera  de  la  transmission  successive  de 
la  force  ^tractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  mou* 
vement  des  planètes  et  des  comètes  que  l'on  pourra 
encore  déterminer  par  Fanalyse  précédente^  relative 
à  l'impulsion  de  la  lumière  solaire.  En  effets  d  après 
le  n*  75,  la  forcé  qui  s'exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  la  planète ^ou  de  la  comète  sera  —,  eo  représen- 
tant ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ;  en  nommant 
donc  g  la  gravité,  ce  qui  donne  gf  =  -^ ,  l'équation  sé- 
culaire ' — 7=r  deviehdi^ 

3  gnt" 

Observons  que  dans  le  cercle,  la  force  centrifuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  parle  rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étant  an^  si  l'on 
néglige  Fexceniricité  de  l'orbite,  la  force  centrifuge 
sera  an^  ;  mai;;  dans  ce  cas ,  la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à  la  force  qui  sollicite  la  planète 
vefs  }e  centre  d'attraction,  on  a  donc  g  s  ^n%  et 

l'équatTon  séculaire  précédente  devient  - , — — ,  o)  étant^ 

oonkme  on  l'a  dit^  la  vitesse  du  fluide  au  moyen  du« 
<pièi  se  transmet  la  gravitation.     ' 

ToMB  III.  ao 
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,  Si  Ton  supposé  que  réquatîon  précédente  se  Mp« 
porte  à  la  Terre,  qu'on  applique  lé  même  résultat  à 
la  Lune,  en  nommant  a^  sa  cUstance  moyenne  à  la 
Terre,  et  n^t  son  moyen  mouvement,  sidéral ,  t  ex- 
primant, un  nombre  d'années  juliennes,  son  équation 
séculaire  due  à  la  transmission  de  la  grayitatian, 
sera 

La   fraction  ~  est  égale  à  très  peu  près  à  j-j,  et  le 

rapport  d  —  est  environ  -r ,  oh  a  donc  à  4res  peu 
près  i, 

L'équation  séculaire  de  la  T^^Çi,  due  à  la  ^ans- 
mission  successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à  un  sixième  environ  de  éeÙe  de  la  Lune  due  à  la 
même  cause ,  et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen- 
sible, 00  p^i^t  .regarder  la  première  jqom»e:  lefttï-à- 

fait  inappréçiaU^*  >  ^ i     >  t 

,.>£q comparai)  h^  deux équWi4MM  séonlaîres.de  là 
liUA^if  l'un^  dtierà  rimpuliiohdeila  Jnimièvé  ac^i|àB| 
l'ajutre,  ^;)a  transmission  du  :;fluidd  ghaiYitj^n  y/011 
trouva  qv'il  iMi  suf^ser  au  .fluide  gmiritique  xv^ 
vitesse  au  moin$  ceat  million»  de  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut. donc  supposer, 
comme  on  le  fait  ordinairement,  cette  vitesse  infinie. 

Quant  à  la  nature même  du  pouvoir  attiactif  deila 
matière,  une  question  importante  s'est  agitée  dans 
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ces  derniers  temps  parmî  les  astronomes ,  à  savoir^ 
si  le  pouvoir  attractif  de  la  matière  était  identique 
pour  tous  les  corps  rapportés  à  l'unité  de  distance 
et  à  Tunité  çle  masse ,  ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme   les  affinités  chimiques,  suivant   la 
nature  des  différens  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  On  avait  cru  nécessaire  d'admettre  cette 
dernière   supposition  pour  expliquer  la   différence 
q^i^exi&te  entre  lès  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  inégalités  du  piouvement  de  Saturne, 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d'après  les  nou- 
velles^ observations.  Mais  nous  verrons  qu'on  peut 
rendre  raison  de  cette  différence  sans  être  obligé 
d'admettre  une  hypothèse  aussi  contraire  au  prin- 
dffe  fondamental  de  la  loi  de  la  gravitation  telle 
qu'on  l'a  définie  yûsqu'id  ^  hypothèse  démentie  d'ail- 
leurs par  les  phénomènes  que  la  pesanteur  terrestre 
développe  continueliemetit  sous  nos  yeux ,  par  ceux 
qui  :  résultent  des  inégalités  du   mouvement  de  la 
Lune,  et  parieeuit  enfin  qui  se  rapportent  aux  os- 
cillatiotis  de  là  '  n^r  ou  de  l'atmosphèire.  Tous  ces 
phénomènes^  em  effet,  concourent  à  nous  montrer 
que  le"po\iv(Âft  attractif  du  ^leil,  de  la  TeHre  et 
de  la  Lune  ;  est  le  mém<  sur  l'air^  l'eau  et  tous  les 
corps  solides;  on  est  donc  en  droit  d'étendre  pak*  in* 
dnetion  la  même  loi  à  toutes  les  planètes ,  quelle  que 
soit  la  nature  des  substances  qtii   léS  composent  ^ 
jusqu'à  ce  qtie  deà  observations  irréfragables?  aient 
pmhvé  '  qu'elle  ne  leur  est  pas  applicable . 


20.  • 
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CHAPITRE  VL 


Perturbations  des  mou^emens  des  planètes  dues  à  la 
non-sphéricité  du  Soleil. 

76.  Dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  avons  regardé  ïes  corps  célestes  coinaie  par-r 
faitenient  spbériques;  mais  ils  s'écartent  tous  plus  ou 
moins  de  cette  figure,  en  vertu  de  kur  raouvement 
de  rotation,  qui  a  dû  influer  sur  la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides. 
Il  en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  autour 
du  Soleil  et  dans  les  mouvemens  des  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes de  lellipticité  du  Soleil  et  d«  la  non-sphéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières  inégalités,  les  autres  trouveront 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  Ton  nomme  ^  l'ellipticité  d'un  sphéroïde  dont 
b  masse  est  M  et  qui  diffère  peu  de  la  sphère,  q  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  sou 
équateur ,  ô  là  déclinaison  de  la  pknèjte  m  relative 
à  ce  plan ,  et  r  son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  gravite  du  sphéroïde,  on  aura,  n'  56,  livre  IV, 

En  nommant  V  la  fonction  dont  les  difierences 
partielles  priises  avec  un  signe  contraire  ^  ont  k  pro-^ 
priété  de  représenter  les  attractions  qu'exefce  lé  sphé- 
roïde M  sur  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier tenue  de  l'expression  précédente  est  celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
Fon  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  li  son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M:=i,  et  en  obser- 
vant que  l'expression  précédente  de  Y  suppose  que 
l'on  prend  pour  unité  le  rayon  moyen  du  sphéroïde , 
on  voit  que  Tellipticité  du  Soleil  ajoutera  à  l'exprès^ 
sien  de  la  fonction  perturbatrice  R^  la  quantité 

(*_i,)(^-co..9)^, 

k  étant  l'ellipticité  du  Soleil ,  D  son  demi-diamètre^ 
q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
réquateur  solaire ,  et  8  la  déclinaison  de  la  planète 
i^elative  à  cet  équateur,  en  sorte  que  si  l'on  nomme  y 
l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  Téquateur  solaire, 
et  4  ^^  longitude  de.  leur  commune  intersection , 
qu'on  désigne  pair  i>  la  longitude  de  la  planëte  comptée 
sur  k  plan  de  son  orbite,  on  aura 

cos  9  =  sin  j' sin  («^  —  4  )  ^ 

et  par  conséquent 
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R  =  (a — i ç){l^l  sin>[i.—  3C0S2(^  —  4)]}  ~. 

Nous  supposerons  très  petite  l'inclinaison  du  plan 
de  l'orbite  de  la  planète  à  l'equittenr  solaire  ^  c^  qui 
permettra  de.  négliger  les  quantité^  de  l'ordre  >*.  En 
faisant  de  plus  pour  abréger 

on  aura 

À  désignant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l'a- 
platissement du  Soleil. 

Les  formules  de  la  variation  des  élémens  ellip* 
tiques,  en  négligeant  Texçentricité  de  l'orbite, 
donnent 

aa=2a^d!K,  dÇ=i—ZandtféK  y  dê=>^2a^ndt(^y 
En  différentiant  l'expression  dé  R ,  on  trouve 


a 

m, 

da 

=: 

~iï" 

dh 

de 

dR.dr 
~^  dr  de'~~ 

k  dr 
7*  de  * 

• 

d&. 

dm^ 

dSi  dr 
dr  dm 

=  ■ 

k     dr 
H    dm' 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  on  a 

r  =  a[i4-^e*  — ecos(n/+è — a)], 
d'où  l'on  tire 
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'£:ssa[e  —  cos(  />^  +  €  ~  co)]  , 
^  =  —  aesm(nt^€ —  â»  ), 
et  par  conséquent 

Si  l'on  substitue  Ge$  valeurs  dans  les  fonnnles  ipté-^ 
cedëiiles ,  et  <fQ'on  les  intègre  ensuite^  eh  nommant  g 
la  constante  arbitraire  jointe  à  l'intégrale  fd'K ,  ou 
aura ,  anx  quantités  près  que  nous  négligeons , 

Jfe  sr=^C0s(ii^4-£ — û»),  /«=  —/ïH-  —  ^sîn(w^4-6 — a>). 

L'influence  de  la  flgure  du  Soleil  introduit  donc 
dans  les  expressions  de  la  longitude  de  l'époque  et  du 
périhélie  des  termes  croissant  comme  le  tempfs  f 
tandis  qne  l'excentricité  n'est  sujette  qu'à  des  variar 
tions-péfiddiqnes,  ' 

77.  Les  variations  précédentes  produisent  des  iné- 
galités '  correspondantes  dans  l'expression  du  rayon 
•  vèbteur  et  de  la  longitude  vraie  de  m.  On  a  dans 
l'orbite  elliptique 

9z=z  nt  4-  iH^  2^in(n^«+-  i  —  a). 

En  différentiant  cette  expression  par  rapport  à  la  ca-* 
ractéristique  J^ ,  on  trouve, 

J't*==^C+J^^+2ircsÎB(/i*rfrÉ-^ft>)-^a^fi>cos(n^-4-^  -  a>)^ 
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Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  cette 
expression  et  qu'on  néglige  tous  les  termes  pério- 
diques, on  aura  ,     _ 

/^  =  —  (iag  —  3  -\u  —  ^^  e  cos(n/  +  <  —  cj). 

Si  Ton  veut  donc  que  le  moyen^  mouvement  soit 
représenté  par  nt  dans  l'orbite  troublé  comme  dans 
l'orbite  elliptique,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n®  gi,  livre  II,  le  premier  terme  de  ^cette  valeur 
doit  être^al  à  zéro>  ce  qui  donne  pour  déteiminer 

la  constante  g,  5ag  —  —  =  o  ,  et  par  conséquent 

S  — 3  7^' 
On  aura  doue  ainsi 

En  difierentiant  de  même  par  rapport  à  ^  la 
valeur  de  r ,  on  a 

— =  —  —  ^ecos{nt^ê'^i&)'-^eJ^m^n(nt-^€*^-^ei.) 

En  substituant  pour  «Ta,  «Te,  et  J'o) ,  leurs  va- 
leurs ,  et  négligeant  les  termes  simplement   pério-  « 
diques ,  on  aura 

Jy  i  k  knt        •     /   ^    ,  > 

a  3  a'  a*  ^        '  ' 

78.  On  voit  donc  que  l'ellipticitéduSoleil  introduit 
des  variations  séculaires  dans  l'expression  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur  ;  et  ces  inégalités  ayant 
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pour  ^ifiseurle  carré  dn  demi-grand  axedeTorbite 
de  m  ';  elles-  $eftynt  d^autant  plus  sensibles  que  la  plar 
nète  sera  plus  rapprochée  du  Soleil*  Par  conséquent^ 
si  les  vanations  précédentes  pouvaient  acquérir  une 
valeur  appréciable,  cest  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mefrcurè  que  leur  '  influence  se*  feraH 
sentir.  Supposons  donc  que  M  représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par  S  celle  du  Soleil 
que  nous! regarderons  comme  v^n  sphéroïde  honaa- 
gène,  on  a  dans  ce  cas  Ass^ç;  la  valeur  du  coeffi- 
cient k  devient  ainsi 

q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur à  l'équateur  solaire ,  et  D  le  demi«*diamètre  de 
cet  équateur.  Or,  si  l'on  nomme  m  la  vitesse  angu* 
laire  de  rotation  ^du  Soleil^  Ja  force  centrifuge  sous 
réquateur  sera  m*Dy   n"*  ï6^  livre  I,  et  la  pesan- 

teur  -^ .  D'ailleurs ,  en  nominant  a'  le  demi-grand 

axe  de  l'orbe  solaire ,  et  n't  son  mouvement  dans  Vé^ 
diptique ,  on,a,  à. très  peu  près,  S=;?a'^/i'*î  on  aura 
donc 

La  durée  de  la  rotation  du  Soleil,  suivant  les' ob- 
servations ,.  est  de  25?,4i7  ;  la  durée  de  la  révolution 
sydérale  de  la  Terre  est  de  565b56,  les  moyens  mou- 
vemens  mt  et  nU  sont  réciproques  à  ces  deux  nom- 
bres. On  a  donc 

m  ^^^  365,^56 

n    "^     25,417  * 
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Ledeini-4lîainètro  da  Soleil,  observé  dans  sa  moyemie 
disfance  k  la  Tràre ,  est  de  16' i%6^  ce  qui  donne 


fr 

D 


ys=5sin(i6'A6). 

Au  moyen  de  c^  valeurs  qn  trouve^ 
logç  =  5,5306940, 

et  le  mouvement  du  périhélie ,  qui  est  ^al  à  -^  ^  de- 
vient ainsi  égal  à 

On  a  d'ailleurs 

a  ;=s  0,38709812 , 
a!  css  I  yoooooooo , 

^  Rs?  ^5354iP%79' 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente, on  trouve  pour  le  mouvement  du  péiihâie 
produit  par  Telliptici  té  du  Soleil  o'^^o  1 2 1  o3 1  •  • .  •  Cette 
valeur  ne  s'élèverait  guère  qu'il  une  seconde  en  cent 
ans,  l'inégalité  correspondante  de  l'époque,  serait 
double  de  celle-ci;  ces  variations  sont  donc  à  très  pea 
près  insensibles ,  et  elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d'être  homogèpe  est  composé, 
comme  tout  porte  à  le  croire ,  de  couches  dont  la 
densité  croit  de  la  sur&ce  au  centre.  On  pourra  donc 
négliger  l'efFet  de  Telliptiçité  du  Soleil  sur  le  monve^ 
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ment  en  longitude  de>Mercare,  et  à  pins  forte  raison 
snp  ieelni  des  planètes  pins  éloignées  4u  Soleih  ' 
.  ""  79.  Conëidérotxs  matintmant  rinfineneé  de  la  figure  du 
Çolei)  inr  la  posrtîoftde  l'orbite.  Pour  la  déterminer, 
en  prenant  ponV  plan  fixécehd  dé  l^equatéur  soldtre, 
et  ^  changeant  9  en  y^  et  a  en  4^  di^ns  les  ^r« 
mule^  (5)  et  (6)  du  n^  4^,  lirre  II / on âiirà 

La  valeur  de  R ,  en  y  conservant  les  term^  de 
f  Or4r^  >%  (l^yîept 

d'où  l'on  tife .  -        . 


dSi 


—  4[i  — aco83(v^4)], 


sinydy 

Si  Ton  suh^ituQ  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes t  et  qu'on  intçgre  enobaervant  que  nous* 
négligerons  ici  les  excentricités,  ce  qui  pernfic^t  dé: 
£aumrs9  4Z  eti«?s:i»<ni-r6,  onaura  - 

cTG  =  —  ^  [i|<— sîn  :^(nt  +  ê  —4)]  ^     . 

/^  =  4  sinj. C0S3 (ti^  -}-  6  —  4)]. 

On  voit  par  ces  équations  qu'en  yertu  de  Tellipti-* 
eiié  du  Soleil,,  le  nœud  de  l'orbite  de  la  planète  sur. 
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réquateur  solaire  est  sujet  à  un  mouTeinéiit  rétro- 
grade qui  est  égal  au  mouyemeut  direct  du  péribéUe^ 
du  moins  tant  qu'op  néglige  les  quantitésd.e Toi^lre  y^. 

L'inclinaison  au  contraire ,  comme  rexcentricite, 
n'est  soumise  qu'à  des  inégalités  périodiques.  Il  soit  de 
là  que  Tellipticité  du  Soleil  n^ajoute  rien  aux  écla- 
tions (e)  et  (p)  des  n"'  65  et  6g  du  livre  II ,  et  qu'elle 
n'altère  point,  par  conséquent,  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde ,  ni  rinvariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n**  79  du  même 
livre. 

La  valeur  de  ^0  introduit  dans  l'expression  de  la 
latitude  ^  de  m  rapportée  à  Téquateur  solaire  la  varia- 
tion séculaire 

Mah  cette  variation,  ccmime  celle  du  nœud  de 
l'orbite,  est  insensible,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pour 
Mercure ,  et  à  plus  forte  raison  pOur  les  autres  pla- 
nètes. 

Il  est  clair  que  les  formules  précédentes  s'appli- 
queraient également  à  la  Lune ,  et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à  la  non  sphé- 
ricité de  la  Terre  ;  ces  formules  feront  connaltr&i 
en  général ,  l'influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  mouvemens  de  leurs  satellites. 
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CHAPITRE  Vil. 


De  Faction  des  étoiles  sur  le  système  planétaire. 

8o.  On  peut  considérer  les  étoiles  comme  des  astres 
sépares  de  nous  par  des  espaces  immei»es  et  jcfui  sont 
absolument  immobiles  dans  le  ciel ,  où  animés  du 
moins  de  mouvemens  d'une  extrême  lenteur.- Déter-* 
minons  l'influence  que  de  pareils  corps  doivent 
exercer  sur  notre  système  planétaire. 

Soit  m!  la  masse  d'une  étoile;  en  désignant  comme 
à  l'ordinaire. par  R  la  fonction  perturbatrice  qui  rér 
suite  de  son.ac^on,  on  a^  n^  i  ,     ^,  ^ 

ar',  y^  z\  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
de  mV  rapportées  au  centre  du  Soleil  ^  r'  sa  distancera 
ce  centre,  et  a:,  ^,  z,  r,  désignant  des  quantités 
analogues  relativement  à  m. 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète à  une  époque  déterminée  ; .  en  nommant  s^  sa 
longitude,  et  ^  sa  laiâtude  au-dessus  du  plan  fixe,  et 
négligeant  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  de  ^,  on 
aura 
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Soient  a  la  latitude  de  Tétoile  ^  et  C  sa  longitude  ^ 
on  aura 

X*  =  r'  cos  S  cos « ,  j-  =  r'  sin  Ccosa^  a = r' sîn a. 
La  substitution  de  ces  valeurs^  donne 

La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande, 
relâti¥eikieat.à^<:ellé  des  planètes ^  si  l'oiidév)eloppe 
éette  exptussioiit  par  rapport  aux  puissances,  descen* 
dantes  de  r',  et  ^mi  néglige  celles  qui  seraient  au- 
dcssotts  de  r'^,  on  trouvera 

R  =  ^       jy^  {a  — 3 co»*  «[f  -f-cos  a(>'  —  C)]  —  6*  sin  a« cos  {u  —  C)  },    (m) 

S  étâkit  une  quantité  très  petite  qui  dépehd  dé  Faction 
deé  J)îanètès  sur  m/  et  qui  eét  deTortlre  des  forces 
perturbatrices,  on  peut  là  négligea  lorsqu'on  ne  con» 
i^d^  que  les  variations  des  élémens  de  l'orbite 
<le  m  qui  ne  contîeiment  pas  les  diffisrences  de  R 
relatives  à  cette  quantité;  on  aura  s^insi 

/,  ainsi  que  a  et  Q^  dé|)èiïdëtlldèS^  dépkcôïilb^^  de 
Fëll^ile,  ^t  W  t^rîlrnt  |)ar  ^ôb^éqtlétit  i^u'av^e  Âne 
6ifct»êttie  lenteufi on  pmirra  tes  ilftgfrttier  d^mr^edm 
quafitilés  donsiniitês,  pendant  û»  gfdnd  nombre  rié 
siècles.         ••../}-;•'    ■'        >^»  ./.',?:.;. f\      ,    :  "  ;; -t 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on  a 
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^s=  I  ^-e'— ccos(/ïf+€— ûtf) é*cos3(nf-|-€— û>), 

en  négKgeant  tes  oàbes  des  excentricités^  et  dans  la 
valeur  de  v^  les  termes  dependans  du  carré  de  ^* 
De  là  il  est  facile  de  conclure 

r*  3  I 

— =  I  -I— e'-2ecos(/if-f-»€ — ail) — e*cos2(/i^-H--"-<sv) 

c(osi(i'-C)=(i  -4e')cos2(nf +É-ff}-i^os(»li+€-f-â)-  aff) 
3 
-He*C062(a> — €H-etc. 

Si  roii  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  K^ 
en  ne  retenant  que  les  termes  indépebdans  du  temps  > 
on  trouvera  ' 

d'où  en  difTérentiant  et  en  nommant,  pour  abre* 
ger,  K^y  le  second  terme  de  la  valeur  précédente^  oà 

tirera 

"*  as  ^  r^^*^'^    5w  ^  ~  ~F?~  co?*«sm2(« — 9, 
f  F=  -  ^[^-5cos-«~5co^-aa^^^^^^ 

Pat  les  formules^  la  variatiob  des  éléneds  ellîfir 
tiques,  en  négligeant  les  carrés  de  rexGeotrictfeéde 
Torbite,  on  a,  n*  4^,  livre  II, 

rfe  =  ~  i  oeifR -- oiKfo  (^), 
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Lorsqu'on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons, 
que  les  variations  séculaires,  on  peut  supprimer  le 
premiier  terme  de  la  valeur  àsd^y  parce  que  Tinté- 
grale  fd!K  ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
et  un  terme' constante  D'après  des  fomnulies  préoé*- 
dentes,  on  aura  donc,  en  intégrant;  > .   ,-   - 

/e  =  — j-^ —  e.cos*asui2(û>  —  b), 

J^cûs= — V^73 — [^ — ScosV-— 5ços*acos2(ç^>-r-Ç)], 

L'excentricité  de  l'orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gi^essivement  en  vertu  de  l'action  des  étoiles,  et  le 
p^ribélie  aura  i^n  mouvement  séculaire  rétrograde; 
mais  comme  le  diviseur  r'^  qui  entré  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à  cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles,  il  faudrait  supposer  à  m',  qui  re- 
présente leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  dévenir  sensibles. 

8i .  Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 

que  la  partie  constante  de  la  fonction' ^  étant  déjà 

ifnultîplîée  par  e ,'  la  fonction  e  ^-^sera^t  de  l'ordre  du 

catiré  des"  eicenfrieilés ,'  quaiitiiés' que  «nous  négli- 
geons), on'  aura  pour  les  détàntaîinQr  i,.  ;. 

En  nommant  donc,  com,i(ne  précédemment,  g  la 
constante  ajoutée  àl'intégri^le/^infl;  6f  en  substituant 
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da 


pour  a  -r-  sa  valeur,  ces  formules  donneront  en  in- 


tégrant 

C  —  —  ^angt^     cTg  =  — .  ^antK^. 

On   aura  donc  pour  l'expression  de  la  longitude 
moyenne 

fndt  +  cTs  s=  nt[i  --^  5ag  —  4«Ry)* 

Pour  que  le  mojnen  mouvement  soit  représenté 
par  nt  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troublé,  il  faut  qu'on  ait  5ag=2  —  4àR.^y  ou 
bien ,  en  remettant  pour  R^  sa  valeur  et  négligeant 
le  carré  des  excentricités , 


m'ù 


,'/»3 


5ug  =i  ^73-  (a  -—  5cos»«). 


La  variation  du  grand  axe  est  donnée  par  l'équa- 
tion J'a  =  2aYctR  =  2a^gj  on  aura  donc 

J^a  :=:  -j-TT  (2   —  Scôs'a), 

^  m  a  ni  f  ir        ^    \ 

Ç     =  —  -TTT-  (3  —  Scos^a), 

Les  valeurs  précédentes  de  r  et  de  i',  en  les  diffé- 
rentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  /,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
par  ce  qui  précède ,  puisque  nous  ne  nous  occupons 
ici  que  des  variations  séculaires ,  donnent 

cT  -= — crecos(/i^+fi — û)) — eJ^û>sin(7i^-f-»6— û)), 

^{^  2=3j^esin(7iiC+e — a»)  — :2e/a?cos(/i^+«^-*<»)» 
Tome  IIL  21 
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En  substituant  dope  pour  cTe,  et  «To,  leufs  valeurs. 


on  aura 


jv:  _  3^2f  (a  —  3cos'«)esm(n<  +  <  —  o) 

^  ?2^'cos*ot0CO8(/ilH-i— «— aCH-aû^). 

Cen  Talears  s'accoMent  avec  celles  que  Laplace  a 
obtenues  dune  autre  manière.  {.Connaissance  des 
Jfei7W,potir  1839.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l'expres- 
sion de  J^run  terme  constant,  mais 41  faut  observer 
que  la  partie  cTe  cos  {nt+i--(ff)+eS'œ  sîn  (/^^^-6 — co) 
produit  aussi  un  terme  semblable;  lorsque  Ton 
conserve  dans  les  valeurs  de  «Te  et  de  eS'où  les  ter- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  Fanomalie 
i,^^g_û>,  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  a  —  ^^  (a  —  5  cos*  et).  On  aura  ainsi  pour 

la  partie  constante  de  cTr,  due  à  Faction  des  étoiles, 

^  =  ^(3-5côs*ot). 

82.  Ctônsidérons  maintenant  les  perturbations  qnt 
résultent  de  la  même  cause  dans  la  position  du  |^ii 
de  Torbite.  En  nommant  (p  Tinclinaison  de  ce  plan 
mobile  sur  celui  de  son  orbite  primitive,  et  0  la 
longitude  de  son  nœud  ascendant,  on  a 
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''-        slnA^>    ''^^SS^UJ- 
Lexpressîon  (;»)  de  R  donne,  en  dîflférentîant, 

^^  ds  d(p^       d^  *^  W  d3  ' 

^  étant  le  sinus  de  la  latitude  dé  m  au-dessus  d«  plan 
fixe,  on  a 

^  =  sin^^n(v  —  Ô)j 
d'où  Ton  tire 

^=  cosÇ)sin(i;  — fl),     |  =  —  sin^cos(P^  fl> 
Oq  a  d'ailleurs 

:^  =  lï^^  sin2<tcos(p  ~  €); 
ou  aura  donc 

^=       -pr  sin2ûtsin(p— 8)cos(p  — ^), 

^  ~  ~  "4;:^  ^^^  ^^^^  2acos(p— 8)cos(f^— ^). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  ptécé^ 
dentés,  et  en  intégrant  ensuite,  en  négKgeattl  lei 
excentriGitës,  ce  qui  permet  de  supposer  f^rs^^^^-^g 
ouaura 

'<>  =     -jp3-8in2*j^nt  C08  (ô  -  0  +  -  sin  (a«f  +  at  —  ô  -  C)  |, 
ttD<^rfl= ^'  sin  9«i  jht «p  (ô  -  C)  +  î  coâ (mt  +  ai  —  fi <^ . C)l. 

Lmdinaiaon  de  r<^bite  est  doue  sujette  à  une  varia» 


21 
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tioa  séculaire^  et  le  nœud  à  un  mouvement  rétro- 
grade sur  le  plan  fixe  ;  c'est  Teffet  te  plus  sensible 
de  Faction  des  étoiles  sur  le  système  planétaire, 
puisqu'on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  séculaires 
résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 
l'exceatriaté  de  l'orbite. 

En  difierentiant,  par  rapport  à  J^,  l'expression  de 
la  latitude,  et  négligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons,  on  a 

J^j  =  cT^  sin  (lî^H-  i — ô)  —  sin  ÇcTfl  cos  {nt+ê  —  6). 

En  n'ayant  donc  égard  qu'aux  variations  séculaires^ 
en  vertu  des  valeurs  de  cT^  et  sin  9<rd,  on  aura 

JV  =  — 7^3— sin  2^ sin  (n^  -4-  €  —  €). 

Cette  variation  séculaire  du  /nouvement  en  lati* 
tude,  surpasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve:- 
ment  en  longitude  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d'autant  plos  sensible,  que  la  moyenne  distance  de 
là  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable,  mais  son 
diviseur  est  lui-même  si  grand,  qu'il  est  évident 
quelle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu'après  un 
gnmd  nombre  de  siècles. 

Supposons^  par  exemple^  que  m  soit  la  Terre, 
d'après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la 
distance  des  étoiles,  r'  ne  peut  être  au-dessous  de 
1  oooooa,  en  faisant  donc  a = i  et  /i = 1 295977''55,  la 

quantité     .^     sera  moindre  que  0^,00000000097, 

ainsi  le  terme  précédeul  de  la  valeur  de  J^s  n'excér 
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derâ  pas 

o",ooooooooo97m'^  ; 

t  désignant  un  nombre  d'années  juliennes^  en  sorte 
<{u'il  faudrait  supposer  aux  étoiles  une  masse  cent , 
fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil,  pour  que  ce 
terme  pût  s'éleyer  à  lo''  dans  un  million .  d'années, 
n  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison,  relative-^ 
ment  au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude.  On  peut 
donc  regarder,  quant  à  présent ,  l'influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument, 
insensible. 

Concluons  donc  que  l'action  des  étoiles  sur  le  sys-^ 
tème  solaire  introduit ,  à  la  vérité ,  des  variations  sé- 
culaires dans  les  excentricités.et  les  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis^ 
font  pafr  aux  équations  de  condition  (e)  et  (p),  n*'  65 
et  69,  livre  II,  il  s'ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n'existe  plus  relativement  à  cette  cause  per« 
turbatrice.  Mais  à  raison  de  l'extrême  éloignement  des 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables  ,  et  dans  tous  les  cas  ib  ne 
pourront  se  manifester  que  dansdes  temps  trèséloignés., 
Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re-<^ 
marquer  encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  va*« 
riation  des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em-^ 
ployée  dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure ,  pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons   considérées,  à  l'intégration 
directe»  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non- 
seulement  cette  méthode  donne ,  de  la  ms^ière  la 
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plus  simple,  toutes  les  inégalités  da  mouyement  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude,  mais  elle  a 
seule  l'avantage  d'indiquer  clairement  Finfluence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
orbite,  et  d'offiîr  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
ment des  effists  aux  causes,  au  milieu  de  toutes  les 
influeiïces  diverses  qui  compliquent  les  mouvemens 
planétaires. 
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CHAPITRE  VIIL 


Inégalités  du  mous^ement  des  planètes  prôdiutes  par 
taction  des  satellites  et  des  comètes. 


83.  Lésinasses  des  salellUçs^osteii  général  à  fetitep 
relativenieiit  à  celles  des  j^anètes  qu'ils  accompa* 
gnent ,  que  les  perturbations  qu'ils  causent  dans  leurs, 
mouvemens  ne  peuvent  être  que  très  peu  con^e'i^*^ 
Ides,  elles  paraissent  même  tout-à-fait  insensibles, 
excepté  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lune.  Il  serait 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per-» 
turbations,  mais  leur  détermination  peut  det;enic 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité* 

En  effet,  nous  avons  vu,  a^  ii,  livre  II,  que  là^ 
planète  M  décrivait  à  très  peu  frk$  le  mèaie  orbit^^ 
que  si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réunis 
eu  centre  commun  de  gravité  du  système*  En  sorte 
que  si  dans  les  formules  des  chapitres  précédent  041 
Augmente  la  manse  de  la  planète  que  noi»  désigoe*- 
rons  par  M,  des  «Basses  de  ses  satellites,  l'orbite  qui 
en  résultera  sèna  celle  du  oentre  âe  gravité  du  sjsi^ 
tème,  et  pourra  auisi  être  regardée  cMame  l'elUpse 
siiâme  de  la  pltnèle  résultant  de  la  pMmière  apprd«- 
«ioMttop. 
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Cela  posé^  soient  X,  Y,  Z^  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à  ce  centre  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées^ et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X  et  des  Y;  soit  de  plus  V  l'angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe^  doù  l'on  compte  les  longitudes^  l'axe 
des  X.  Nommons  m,  i»',  m",  etc.,  les  masses  des  satel- 
lites 5  r,  /,  /^,  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  p,  y,  sf,  etc., 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  Torbite  de  M,  et 
s,s\s^',  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus  de  ce  plan. 
Les  coordonnées  de  tti  ,  mf,  etci ,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité ,  seront  X  +  r  cos  (p  —  V)  ^ 
Y-f.rsîn(i^— V),  Z  +  r^,  X  +  /^cos(i/— V),  etc. 
Par  les  propriétés  de  ee  centre,  on  aura  donc 

(M+2m)X4-'wrcos  (ii-V)4-mV  cos(p'-V>-f-etc.=o, 
(M+2m)Y+mr  sin  (t;-V)4-my  sin  ((^'-V)-|-etc.=o, 
(M+2m)Z+  mrs  +  m'r^s'  +  etc.  =  o. 

La  caractéristique  2  devant  s'étendre  à  tous  les 
satellites. 

On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  Y,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  desl  valeurs  de  r,  p,  s,  r',  (/,  s',  etc.,  sup- 
posées connues.  Or,  ces  quantités  dépendent  des  po- 
sitions des  satellites  entre  eux  et  par  rapport. au 
Soleil.  La  simple  configuration  des  satellites  d'une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à  chaque  ins- 
tant ses  pertiiii)ations  dans  l'orbite  qu'elle  décrirait 
sans  l'action  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  periodl^ 
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ques^  et  l'on  voit  en  outre  que  les  masses  des  sa- 
tellites étant  en  général  très  petites,  relativement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84*  L'action  des  planètes  cause  dans  le  knouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles;  elle  peut 
même  changer  entièrethent  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes, comme  cela  parait  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  lorsqu'elle  s'est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à  celles  des  planètes ,  il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  appro- 
ché de  la  Terre ,  aurait  altéré  la  durée  de  l'année  sî- 
déralc)  et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu'elle  a  traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n'a  eu  lieu  ;  et  comme 
l'observation  n^a  indiqué  jusqu^ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité 
provenant  de  pareille  cause,  on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  tout-à- 
faît  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l'immensité 
des  siècles  quelqu'une  d'entre  elles  venait  à  rAicon- 
trer  sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite  Vtîe  cau- 
serait très  probablement  dans  la  marche  de  ces  astres 
que  de  faibles  altérations.  '  •*' 
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CHAPITRE  IX. 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

85.  Nous  avons  nommé  plan  invariable  du  système 
du  monde  ^  un  plan  qui  a  la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à  lui-même,  quels  que  soient  les 
changemens  qu'éprouvent  les  excentricités  et  les  po- 
sitions des  orbites  planétaires  par  l'effet  des  variV 
tions  séculaires.  Nous  avons  démontré,  n*  79,  livre  11^ 
rinvariabilité  de  ce  plan,  en  ayant  même  égard  aa 
carré  de  la  force  perturbatrice,  et  l'on  a  pu  voir^ 
n^  $5 ,  qu'en  effet  ce  résultat  se  vérifie  relativemeat 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens  des  orbites  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  dépendantes  des  termes  qui 
produisent  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  pla*- 
nètes.  Nous  ajouterons  encore  quelques  mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  su^ 
jet  dans  différens  endroits  de  cet  ouvrage. 

Considérons  généralement  un  systèm^e  de  corps 
m,  m\  etc.,  réagissant  les  uns  sur  les  autres  d'une 
manière  quelconque ,  et  qui  ne  sont  soumis  à  l'actioo 
d.'aucune  JBprcc  étrangère.  En  nomniaot^/n  l'un  des 
élémens  de  m,  et  x,  y,  z,  ses  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires rapportées  au  centre  de  gravité  du  sys- 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3Si 

tème^  par  la  propriété  de  la  conservation  des  aires, 
on  aara^  n*^  a5,  livre  P'j 

Les  intégrales  S  devant  s'étendre  à  la  niasse  «entière 
de  m^  et  la  caractéristique  2  comprenant  toutes  les 
intégrales  seniblables  relatives  à  m\  ni\  etc. 

Les  trois  constantes  l^  ï^  T,  déterminent  la  position 
d'un  plan  que  nous  appellerons  plan  maximum  des 
aires  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  avons 
nommé  plus  spécialement  plan  ins^ariable.  En  effet  j 
soit  ^  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  (xy,  et  II 
la  longitude  de  son  nœud ,  on  aura  ^  n""  ^3 ,  livre  P% 

r  F 

tang9sinn  =  7  9     tang  *cosn  =  j^. 

Cela  posé ,  soit  x,  y,  Zf  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  m,  et  Ç,  )f,  0,  les  coordonnées  de  l'élé- 
ment dm  relatives  à  ce  centre ,  on  aura 

En  substituant  ces  vaifeui^  dans  les  équations  (i)  ^ 
et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  gravité 
les  trois  intégrales  S. ^^/n,  S.Tidm,  S.^drh,  ainsi  que 
leurs  différences  relatives  au  temps  t  sont  nulles 
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d'elles- mêmes ,  on  trouvera 

Ces  valeurs  se  composent^  comme  on  voit,  de  deux 
parties ,  l'une  relative  aux  aires  résultantes  du  mour 
vement  de  translation  des  corps  m,  m!',  etc.,  sup- 
posés concentrés  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectifs,  la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re^ 
gardés  comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m, 
m%  etc.,  à  lun  d'entre  eux  M ,  pris  pour  centre  des 
mouvemens ,  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A) ,  n*  77,  livre  11^ 
et  l'on  doit  remarquer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu'introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  dépendans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n'est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable, 
n'' 78,  livre  II,  on  a  négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  jjanètes,  cette  omission  a 
été  volontaire,  et  l'on  va  voir  qu'en  eflèt  elle  est  pan* 
faitement  justifiée. 

86.  On  peut  donner  aux  équations  {2)  une  autre 
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forme.  Eo  eflTet^  si  Ton  désigne  par  A,  B,  C^  les^  trois 
momens  d'inertie  du  corps  m  par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra-^ 
vite  y  par  Pfq,r^  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes  axes ,  et  par  a,  b,  c^  les 
cosinus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  Taxe  des  coordonnées  x,  on  aura 

S  .dm  (^^^~"'^)  =  Aa>  H-  Bb'q  +  CcV, 

rintégrale  S  devant  être  étendue  à  la  masse  entière 
du  corps  m.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des  jrzj  les 
équations  (2)  deviendront  ainsi 

Le  signe  2  devant  être  étendu  à  tous  les  corps 
agissans  du  système. 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  m,  m',  etc., 
étaient  parfaitement  sphériques,  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  Aa!'p  +  Bb'q  +Cc"r,  serait  constante  par 
elle-même,  n?  55,  livre  P',  quelle  que  fût  la  nature  de 
ces  corps;  son  introduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer  la  valeur  de  la 
constante  l,  il  en  serait  de  même  relativement  aux 
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quantités  analogues  qui  entrent  dans  les  deux  der- 
nières équations  (5).  Soit  donc  c,  c',  d\  ce  que 
deviennent  alors  les  trois  constantes  l^  l\  r\  il  est 
clair  que  le  plan  qui  en  résultera  et  qui  est  celui  que 
nous  ayons  nommé  plan  invariable  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  sera  tout  aussi  immuable 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lui  l'avantage  que  sa  position  sera  facile  à  détermi- 
ner, parce  qu'elle  né  dépendra  que  des  données 
fournies  par  l'observation ,  tandis  que  celle  du  plan 
maximum  des  aires  exigerait  qu'on  eût  déterminé 
d'abord  les  momens  d'inertie  A,  B,  G,  etc.,  de  toutes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n'est  donc  qu'à  raison  de  la  différence  qui  existe 
entre  la  figure  des  corps  célestes  et  celle  de  la  sphère, 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent, dans  les  seconds  termes  des  équations  (3),  de 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité,  que  le  plan  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n*^  78  du  livre  II , 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  parallèle  à  lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais,  d'abord,  en 
étendant  à  tous  les  corps  célestes  ce  que  nous  avons 
démontré  relativement  à  la  Terre,  n®  20 ,  livre  IV, 
leurs  pôles  de  rotation  étant  fixes  à  leur  surface,  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  être  regardée  comme 
constante  quand  on  néglige  les  quantités  périodiques, 
si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n^  14 >  que  le  mou- 
vement de  rotation  de  m  s'effectue  autour  de  son 
troisième  axe  principal,   on   aura  pt=  o,    j  =0 
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M  r  tax  Gf  ,  en  désignant  par  a>  la  vitesse  an- 
golaire  de  rotation.  Soit  donc  A  l'angle  que  forme 
Taxe  de  rotation  arec  Taxe  des  z,  on  aura  simple-^ 
ment 

2,,w(^^fc^)+2.Ca»cosX=Z.      (4) 

En  nommant  fjb  et  v  les  angles  que  forme  respective- 
ment le  même  axe  avec  les  axes  des^  et  des  a:,  les 
denx  dernières  équations  (  5  )  prendraient  une 
forme  semblable  ;  et  l'on  voit  par  conséquent  que 
si  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  aflfec* 
tés  de  quelques  variations  séculaires  ^  elles  ne  peu- 
vent provenir  que  de  la  variation  ides  angles  A,  /et 
et  V. 

Or,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  Soleil.  Si 
les  angles  A,  /tt ,  v  étaient  sujets  à  quelque  inégalité 
séculaire  sensible,  comme  le  moment  d'inertie  Cest 
très  grand  à  raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
kil  y  il  en  pourrait  résulter  dans  Cco  cos  A  des  inéga* 
lités  susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  y  a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n'arrive  pas  dans  la  nature. 
En  effet,  les  déplacemens  de  Téquateur  solaire  ré- 
sultant de  l'action  des  planètes,  sont  d'abord  erces- 
m^ement  petits  comparés  à  ceuit  des  équateurs  pla- 
nétaires résultant  de  l'action  réciproque  du  Soleil 
sur  ces  corps.  Les  variations  des  angles  A ,  )tt ,  y  se- 
raient donc  d^à  très  peu  considérables  par  cette  seule 
rakoD,  quelles  que  fussent  d'ailleurs  la  figure  et  la  cons- 
titution du  Soleil  ;  mais  comme  ces  variations  sont , 
en  outre  de  l'ordre^  l'aplatissement  du  Soleil ,  quantité 
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nécessairement  très  petite  >  puisque  nous  avons  vu 
qu'il  n'en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable  >  on  doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (5)  . 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  inal- 
térable en  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  So- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat  dans  le 
n°  79 ,  après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n'étaient  af- 
fectées d'aucune  inégalité  à  longue  période  dépen- 
dant de  l'ellipticité  du  sphéroïde  solaire. 

Supposons  HKiintenant  que  le  terme  Cœ  ces  A  se 
rapporte  à  une  planète.  B  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  équa- 
teurs  planétaires  changeant  sensiblement  avec  le 
temps ,  la  valeur  de  cos  A  sera  affectée  d'inégalit& 
séculaires  qu'on  ne  pourra  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Co)  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n'en  pourra  résulter  encore  dans  l'é- 
quation (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre,  que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo- 
lution. Soit  D  le  deminliamètre  de  l'équateur,  on 
aura  C  =  |  mD ,  et  cette  valeur  sera  plus  grande 
^qu'elle  ne  devrait  l'être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à  la 
surface,  n*  46 >  livre  V;  le  second  membre  de  Fé- 
quation  (4)  contiendra  donc  le  terme  |mD»û)COsA, 
cû    étant  la   vitesse   angulaire   de    rotation    de    la 
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Terre,  et  ;\  roblîquité  de  l'ecIipUque  en  supposant 
qu'on  prend  ce  jdan  pour  celui  des  xjr\  Or,  si  l'on 
nommer  la  distance  moyenne  de  .la  Teri^e  au  So- 
leil et  R  sa  vitesse  moyenne  dana  son  mouvement 
annuel^  le  terme  relatif  à  la  Xerre  dans  le  premier 
nqieml^e  de  la  même  équation  sera  ma*n.  La  dui^e 
de  la  révolution  sidérale  de  )a  Terré  est  de  S65,a56 
d'où  Fon  tire  : 

î^  =565,256; 

le  rapport  de  a  à.D  est  de  ^3984  environ,  on  aura 
dpncf  aim^  : 

^ -r— =  0,00000035. 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  d.e  la 
Terre  n'introduit  dans  J'équation  (4).  que  des 
qiiantités  insensibles  relativement  à  celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation  ;  les  variations  de 
ces  quantités^  qui  doivent  vseules  nous  occuper  ici  ^ 
seront  donc,  à  plus  forte  raison,  tout-à--faît  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  la 
constante  l  (*).  II  en  serait  de  même  de  toutes  les 

'(*)  Si  l'on  ne  considère ,  pour  un  moment ,  que  la  Terre , 
et  qu'on  fasse  abstraction  des  autres  planètes,  le  plan  inva- 
riable deviendra  le  plan  même  de  Fécliptique  ;  et  si  rôti  sup^ 
pose  que  l'obliquité  varie  de  5%  il  est  ai^é  de  voir  que  la  vaA 
nation  correspondante^  de  1^  quantité  G«  cos  A  ne  produirait 
pas  dans  l'équation  (4)  un  terme  qni  fût  la  f:ent-millionièrae 
partie  de  la  constante  l.  Il  s^ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  des  déplacemens  très  sensibles  dans  Téquateur 
terrestre ,  sont  absolument  impuissantes  à  produire  la  moindre 
altération  dans  ^  position  de  l'écliptique. 

Tome  III.  :i2 
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plaaètes  à  raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensions 
comparées  à  celles  des  orbites  qu'elles  décrivent  au- 
tour du  Soleil.  Il  suit  de  là  que  dans  la  détermina- 
tion du  plan  invariatle,  on  peut  se  dispenser  d'a- 
voir égard  à  Tellipticité  du  Soleil  et  dés  t>lanèt6S  ,  et 
que  ce  plan  est  immuable  Comme  il  le  serait  si  tous 
les  corps  célestes  formatent  des  points  nlassifs  plâcâ 
à  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Quant  aux  satellites^  leufs  masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à  celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  datis  leÉ  équations  (3) 
de  la  considération  de  leurs  mouvemens  daiis  leurs 
orbites,  peuvent  à  tous  égards  être  regardés  comme 
insensibles. 

L'action  des  étoiles  sur  le  système  solaire  pour- 
rait donc  seule  altérer  à  la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable;  mais  comme  on  Fa  vu,  si  cette  influence 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  n'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  de  siècles  qu'ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc  enfin  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable ,  telle  que  nous  Ta  vous  présentée  d'après 
Laplace,  dans  le  n'  79  dit  livre  II,  ne  laisse  rien  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  Texactitude  ;  la  rigueur  des 
formules  et  des  raison nemens  sur  lesquels  elle  est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d'entrer  dails  les  développemens  précédens,  pour 
réduire  à  leur  valeur  les  objections  que  l'on  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie ,  sans  les  ap- 
puyer daucune  discussion  sérieuse.  Lorsqu'on  ap* 
plique  l'analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  £iire 
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entrer  en  considération  les  dispositions  particulières 
à  notre  système  planétaire^  qui  modifient  ces  phé- 
nomènes à  l'infini ,  on  construit  des  utopies  géomé* 
triques  presque  toujours  sans  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu'on  prétend  se  passer  du  secours  du 
'calcul,  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain,  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d'inévitables  erreurs. 
C'est  ici  le  ca$  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
l'introduction  de  det  ouvrage  ries  méthodes  synthéti- 
ques sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
veloppéménâ  les  phénomènes  qui  résultent  de  la  loi 
d^  la  gravitation  }  Nèv^ton  lui-même  s'y  trompa  ,  et 
la  plus  profonde  analyse  est  le  seul  guide  infaillible 
datis  là  savante-théorie  du  mécanisme  d^s  cietix. 


32. 


Digitized  by 


Google 


34o  THÉORIE  ANALYTIQUE 


CHAPITRE  X. 


Masses  et  élémens  des  orbites  des  planâtes. 

Noos  allons  réunir  dans  ce  chapitre  les  valeurs  des 
jdifférentes  quantités  qui  entrent  dans  Itt  formules 
|]frt^édentes  ^  et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales  ^  Mercure,  Vé- 
nus^ la  Terre I  Mars/  Jupiter^  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l'observation  ^  ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à  Tobservation. 

Masses  des  planètes  ^  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité. 

87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l'observation  des 
éloDgation^  de  leurs  satellites  pour  ceUes  qui  sont 
accompagnées  de  satellites,  comme  on  Va  vu  n^  218, 
livre  II,  soit  en  comparant  les  inégalités  qu'elles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  action  mutuelle  ,  déduites  de  Tobser- 
vation,  à  ces  mêmes  inégalités  calculées  par  les  for- 
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mules  de  la  théorie*  Les  inégalités,  séculaires  seraient 
celles  qui  présenteraient  pour  cet  objet  les  donnéea 
les  plus  exactes  ^  mais  elles  ne  sont  pas  encore  asses 
bien  connues  en  ce  moment ,  pour  qu'on  puisse  les 
employer  à  cet  usage  ;  on  y  supplée  eu  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  disant  concourir. à 
leur  détermination  un  grand  nombre  d'observations 
que  l'on  conibine  entre  elles  de  manière  à  en  tirer  les 
résultats  les  plus  probables.  C'est  par  la  réunion  de 
ces  moyens  qu'on  a  déterminé  les  valeurs  suivantes , 
qui  nous  semblent  les  plus  exactes  qu'on  ait  obtenues 
jusqu'ici  des  masses  planétaires*. 


W««^'* m    ^j^^ 

V*"*"^ ^ "^  ^-^* 

^  '^«"«- m"  a=  jg^ 


% 


9 


i^^^^"" '»"=ïW;ia< 

Saturne , m»  a=  ggj^, 

""»'«• ••  *»'*  =  ii;ï&- 

La  plus  importante  de  ces  masses  par  sa  grandçur^ 
et  par  conséquent  par  son  influence  sur  les  perturba- 
tions des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jupi- 
ter* La  valeur  précédente  diffère  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n*  a8^  et  que  l'on  a  déterminée 
au  moyen  des  élon^tions  du  quatrième  satellite  cb 
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cette  planète.  Depuis  quelques  années ,  le  calcul  des 
perturbations  des  planètes  secondaires  Pallas,  Junon^ 
Vestaet  Cérès,  semblaient  indiquer  que  cette  masse 
avait  besoin  de  correction ,  et  faisaient  déisirer  de 
nouvelles  observations  dés  ëlonfgations  des  satellites 
de  Jupiter^  d'oii  dépend  la  détermination  exacte  de 
leur  distance  moyenne  ^  au  centre  de  la  planète.  En 
effets  celles  dont  on  avait  fait  usage  jusqu'ici  sont 
dues  à  Pound,  astronome  contemporain  de  Newton, 
et  encore  ne  les  connait-on  que  par  leurs  résultats 
rapportés  dans  la  troisième  partie  du  livre  des  Prin- 
cipes. Aujourd'hui  que  nous  possédons  des  instra-* 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes ,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travail. M.  Airy, 
dont  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler,  Ta  en- 
trepris ;  il  a  fait  à  l'Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  d'observations,  et  par  leuf  çimi|Kiraî- 
son  aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
LaplacÇ;  il  a  déterminé  la  distance  moyenne  du  qua- 
trième,' satellite  au  centre  de  Jupiter,  qu'il  a  trouvée 
égale  à  0.01257977.  On  aura  donc  en  prenant 'pour 
unité  la^^dÎBtance  ipoyenne  de  la  Terre  au  Soleil  ,  et 
conservant  les  notations  du  n*  ^5  du  second  livre  : 

à  t^  1,;  .   .     .:'  i 

log    rt'  =  8.01396723, 

,  log   T  :;în  .1  .A?;245o6;     .     . 
Ces  valeurs  substituées  dàiis  Féquâtion  '(m)  du 
même  numéro  dpnnent  ^   .^  g,  jp9«r  Ja  masse   dé 
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Jupiti$r,  ou  plus  es^^ctem^nt  poWr  ja  sommes  des 
mas^eç  de  U  planète  et  de  $on  qujitriècpe  satellite  , 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  povii*  uaite.  Cette  va* 
)çur  s'accoirde  d'^n^^  manière  satisfaisante  avec  celle 
qui  résulte  des  perturbations  des  petites  planètes. 
En  effet»  Nicolaï  p  par  le  calcul  des  inégalités  pro^ 
duites  par  l'action  de  Jupiter  sur  Junon  pendant  un 
l^smps  donné  >  a  conclu  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — ST 7.  Encke  a  déduit  des   perturbations   de 

io53,ga4 

Vesta   la    valeur    — ^ pour  cette  même  quan- 

io5o,  117  *^  ^ 

tité  I  et  Gauss  a  trouvé  la  même  valeur^  ou  une 
valeur  à  très  peu  près  la  mèmç  p^r  le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,  comme  on  Ta  vu 
p"^  73,  Encke  a  déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  servi  à  déterminer  le  co|E;fKci/ent  constant 
qvi  exprime  la  rçsistar^CjB  de  lether  à  lunité  dp  dis- 
tance^ sur  la  comète  périodiaue  de  1819^  i^ne  mas$e 

exprimée  par  la  fraction       '      .Tout  concourt  donc 

à  démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  ,  et  qui  a  été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  IM^wtofi^  fi  besoin  de  corrections,  et  il  ne 
s'agit  plus  qve  4e  choisir  entre  les  valeurs  précéden* 
t^«  Quoique  jl^  n^^ode  fondée  èuv  l'observation 
des^  ^WugatiouB  49^  satellites  soit  la  plus  directe  et 
Hçlc^^pUB  la  plus  çxapte  que  Ton  puisse  emploj«i* 
pour  d^termiqer  la  masse  de  ^Jupiter  ,  cependant 
comme  les  obsi^rvat^ons  de  M.  fùry  peuvent  n'être 
point. exemptes  4c  qqelques  légères  erreurs^  et  qu'il 
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annonce  rintention  de  les  renouveler  dans  des  cir- 
constances plus  favorables  à  ce  genre  de  recherches, 
dans  les  années  i854^  i835  et  i836,  nous  avons  cm 
devoir  y  en  attendant,  admettre  la  masse  déduite 
des  perturbations  de  Junon,  parce  que  c'est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  ad<^ 
téé,  et  que,  d'ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap- 
portées ,  fait  que  si  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n'en  seraient  que  faiblemei|t 
affectés^ 

Les  masses  de  Saturne  et  dUranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à  celle  qui 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux' planètes^  parce  que,  vu  leur 
extrême  diflScuhé ,  les  observations  de  ces  élonga^ 
tions  sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  ceUes 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter, 

déterminée  de  la  même  manière ,  serait  de s, 

^      '^  1070,5' 

valeur  qui  difiere  peu  de  celle  que  l'on  déduit  des 

observations  de  Pound,  n^  ^8,  livre  II,    maià  qui 

ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résultats 

des  perturbations  des  petites  planètes,  ou  avec  la  . 

valeur  qui  résulte  des   nouvelles  observations  de 

M.  Airy.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 

Saturne  et  dUranus  ,  données  par  M.  Bouvard,  ont 

également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astroB<M(iie  s'occupe  en  ce  mom^t  pour  cet  çhjti 
d'une  nouvelle  révision  des  équations  fondamentialés 
de  ses  tables. 

La  masse  de  la  Terre  a  été  détermii^  par  la  for^ 
mule  (n)  du  n^  aS,  livre  II,  dans  laquelle  on  a 
supposé 

/=  6564551-, 

g=9»,8i645,    '  •         ' 

!og  sin  P  =  log  sîn  8",6o  =  5,5i  95564- 

Ces  valeurs,  qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 
qui  soïsi  rapportées  dans  le  numéro  cité  ,  ont 
donné  : 


m 


356353,6" 

Quant  aUx  masses  de  Mercureet  deMars  ^lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n'étaitpas  eqoore 
sùffisamittent  cobnue,  on  les  avait  déduites  d'une 
hypothèse  empirique  sûr  la  loi  de  leur  densités  Ôa 
avait  observé,  en  comparant  les  masses- de  la  Ten^e^ 
Jupiter  et  Saturne  à  leur  volume ,  que  les  deésités 
de  ces  trois  planètes  sont  à  très  peu  piiès  en  raisàii 
inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil  ;  ^  > 
en  isténdani  par  hypothèse  cette  loi  aux.  trois  jrfanètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  ùidle  d'en  con- 
<:lure  leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè-» 
très,  qui  sont  donnés  en  effet  par  l'observation,  Mfâs 
l'arbitraire  de  cette  hypothèse,  qui  s'écarte  beaucouf^ 
comme  on  ^ait ,  de  l'exactitude  rektivetaiMt  a  Vénw 
et  à  Uraniis,  joint  k  la  difficulté  que  présente  l'ob- 
servation des  diamètres  planétaires,  Iptissait  beau^ 
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CQop  d'incertiiiide  dans  cette  détermioation ,  et  il 
était  à  désirer  qu'on  fixât  les  masses  de  ces- deux  pla- 
nètes par  des  moyens  plus  directs.  C'est  ce  qu  a  fait 
Delambre  relativement  à  Mars  ,  dont  il  a  d^erniînë 
la  masse  p^r  les  effets  qu'elle  produit  d^ns  le  mou- 
vement de  la  Terre.  La  comparaison  d'un  très  grand 
nombre  d'observations  du  Soleil  ^  faites  par  Bradley 
et  Maskeline  ,  aux  formules  des  perturbations  four- 
nies par  la  théorie ,  lui  a  donné  ^rms —  pour  la  va- 
leur de  cette  n)fis^e«  jMiais  Bessel,  après  avpir  discuté 
de  nouveau  ieâohservatious.emplpj^ç^  p^r  Delambre, 

a  jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à   ^  ^  - , 

et  c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à  la 
xnfsee  de. Mercure ,  ou  e^  colisçgrvé  çe}l0  qui  résulte  de 
l^hypotbèi^e  préeédi^nte  sur  la  loi  d«  densité  dps  pla- 
nètes, tout  en  reconnaissant, son  incertitude;  quais 
ob  doit,  obsernoer  que  la  petitesse  de  cette  masse  fait 
que  jBonJuiîorrection  ne  peut  avoir. aucune  iofloence 
fifiosâile  sw  ladétecminatioiidesJnégalitéB  planétaires. 
lEn  inommasitfr  eta'  les  distances  moyeàues  respectives 
àe  Merf^bure  et  Jupiter  au  Soleil,  I>  et  D^  leurs  diamè- 
tres ^  m  et  ffi^;  leurs-  masses  »  ^mifoura ,.  selon  l'hypothèse 

précédente, pour  la  masse  de  Mercure  m  =  -^t^-  m'. 

<iki>^su|yp(>9ant^  d'après  lès  ûbservati0o&,.iles  diamètres 
#|^eiis'db Mercure  «^t  «InpiterjViis  à  la  moyenne  dis^ 
<Mntîé  de^  ta  /Ferre  àai  Soleil  respectivement  de  3 1  '\6o 
ie^f6i26,^'o4,  en  Mfestiiuant  ensuite  à  la  place  de  a  et  a 
tes  valeurs  que  nous  donnerons  plus  bas,  on  trouve,, 
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d'après  la  mas^  adoptée  précédemment  pour  Japi-> 
ter,  la  valeur  de  m  que  uQus  ayons  rapportée. 

Ainsi  donc  Içs  yaleurç  des  masses  planétaire^  que 
nous  avons  adoptées ,  celles  de  la  Terre  et  Mercure 
exceptées ,  résultent  de  la  comparaison  des  observa* 
tians  aux  formules  analytique^  des  perturbations ,  çf 
elle9  sont  tout^  déterminées  par  conséquent  d'une 
manière  uniforme  çt  symétrique^  Les  masses  de  Jv^r 
piter  et  de  Saturne ,  dopt  l'eÂFet  çst  si  considérable 
sur  \^  inégaHités  de&  plapèt^s,  laissent  encore  qûpl-» 
c{ue  incfertîtude  ;  de  nouvelles  observation^  dçs  élpp:*<- 
gatioua  de  leur^  satellites  permettront  bientôj  ,  ^anf 
do«te  ,  de  déterminer  x^^çs  ina^e^  avec  plu^  4^^^^^*^ 
tud^:  qu'on  «le  Ja  fait  jusqu'ici;,  el;  Tacçprd  dps  jra- 
kufs  doiwé^a  par  des  wfltbQd^si  si  différ^tçs  eu  ser^ 
lli  ^Q$  çùr^  véri^ftioii. .  >  . 

88.  Nous  avoqs  dftn«4.flana  Je  çb^pîtrçY  dfilivf^,J^Ç 
les  formules  qui  servent  à  déduire  des  observa- 
tionp  ka^  éira^eua  de&  orlntes  p]aU(étaire$^  Ojti  .p^icit 
ea^général  rçgafd«r\le^ë)éiàen«  ajyq^i^^^ 
une  approximation  qu'on  rendra  de^plu^.  ÇA  t^us 
exacte  à  mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nomb/ie.  d'o]3»servations>'et  développera^  les  diirerses 
inégalités«4<>sitles  mouvemens  planétaires^oùt^fTec^ 
tés.  iJem^leurmoi^n  d'y.  parvenir  est  de  cômj^arer^ 
ainsi  que  uous'  Uprons 'dit.  pour  la  .correetidA  des. 
roass^^.bti  très  wamd' nombre  d!observatîoi|a  )choi* 
sies  à-^  c€^  èffiet^aax  'longitudes  et»  aux*  latitudes 
déduites  des  iables  platiéiaires. calculées  a^ieonki  élé-i, 
mens  de  Torbite  relatifs  à  la  première  approxima- 
tion ;  Ëii  dbnnant  ensuit^  ces  élémens  ^uné  eorréc-. 
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tîon  indéterminée^  qu'on  supposera  assez  petite  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à  k 
première ,  on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l'expression  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude aux  différences  que  Ton  a  trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'observa- 
tions emjployées  ;  en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés ,  on  obtiendra  les  va-^ 
leurs  des  indéterminées  qu^elles  renferment  y  qui  sa- 
tisfont le  mieux  à  l'ensemble  des  observations.  A 
l'aide  de  ces  données  y  on  corrigera  les  premiers  élé* 
mens  des  orbites ,  et  l'on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet, 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  C'est  de  cette  mamère 
qu^on  a  trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

Moyens  mouvémens  sidéraux  des  planètes  pour 
une  année  jidienne  de  365  jours  ^^  ou  valeurs 
deuy  n%  etc. 

Mercure n    ss  55a54i6^^79 

Vénus.- .; n^83B  aio664i,52 

La  Terre n''  |^  15195977,55 

Mars,.. •.  n'''  =^:   689051,1a 

Jo;nter n'^  s:  >  109256, 2g 

Saturne.. « n*  zs^    45996,72 

Uranos •  n^*  =       i54a4 ,54 

Lorsqu'on  emploiera  les^aleurs  précédentes  pouv 
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Th  ^  n' ,  etc.,  le  temps  t  désignera  Finteryalle  écoulé 
âepnis  rinstant  que  Ton  a  choisi  pour  époque  exprî-^ 
mée  en  années  juliennes  et  en  parties^  de  cette  année. 
De  là  y  en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil  pour  unité ,  et  en  observant  que  les 
temps  des  révolutions  des  planètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens^  dans  le  même 
espace  de  temps  ^  on  a  conclu  par  la  troisième  loi  de 
Kepler,  n®  i>  livre  II ,  les  distances  moyennes 
suivantes  des  planètes  an  Soleil. 

Distances  mofeimes  des planhtes  au  Soleil,  ou  demi* 
grands  axes  de  leurs  orbites. 

Mercure.. .  • .a    =  0^58709812 

Vénus •  • .  a'   =  o^7a355a5o 

La  Terre a'^  z=z  1^00000000 

Mars fl'^ss  i^SaSôgSSa 

Jupiter. ..  •  « â*^  =  5,:ioi  i6636 

Saturne  ••...••....  a^  s=-  ^^^787090 

Uranus a^'  =s  i9,]853o5oo 

Longitude  des  époques  en   1800  ^  au  valeurs  de 
ê^tf^etc. 


• 


Mercure <    c»  i lo*  i5'  i7">9 

Vénus é'  =5  i45.56.5a,t 

La  Terre J'  s=  100. a5. 3a,  6 

Mars é"^  =  a5a.49.5o,5 

Jupiter €'^  =    81 .52. 10  ,  5 

Saturne c^  =:  ia5.o5.29,4 

Uranus  ...... .  «^*  =  175.50.16,6 
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Rapports  des  eoceerdricités  aux  majermes  dimmces, 
ou  valeurs  de  e ,  e',  etc.^  pour  1800. 

Mercure b\=î=  6,2ô55i49 

Verras.-/ é    =±0,0068551 

La  Terre  . . .  •  é"  =î  0,01 685559 

Mars è^'  t=L  0,0955061 

Jupîtei^  •  • . , .  e"*  î=^  0,0481621 
Saturne  .....  e^  -=  o,o56i5o5 
Uranus..  ....   é^'  '^=  0,0466108 

ïjohgîtiidès  des  pefihéUes  en  1800,  ou  valeurs  de 
•   •      •••   f»y  bù*^  ete.  '    '•  ■    ' 

MértîUfe  . . .  •  èfe)    =2:  74« 3i'  41"     ^ 

'      Véïiùô. <to'   cra  128.45.  6 

Là  Tetre.. . .   tJ'  =  99.29.5i' 

Mai^.  '.  .....y"  ^  532 .  25 .40 

Jûpttér '  è)"  =  II.   7*. 56 

Satûràe.: . . .  »)*   =  89.  8.io 

tJrâtiùS'. ... .  b^'   =s  167.50.34. 

IficlîMisùns  des  orbites  à  FécUptiquê  en  i8bo,  w 
valeurs  de  ^j  (p'j  etc. 


•' 


Mercuft  .*...•  <p    =  7*^00'    9" 
Venus, i......(p'    =5.25.29 

La  Terre.  *  » . . .  ip'^  =  o.oo.oo 
Mars  .  i . .  4  *  k .  *^  ^'"  =:  1 .5o.  6 

Jupûter^ ^"  =  1.18.52 

Saturne»  •  •  s  t   •  ^^    =  2 . 29. 58 
UraQus«, .  •  • .  é  ç>^*  =       46*^6 
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Longitudes  des  nœuds  ascendans  sur  VécUptique  de 
1800^  ou  valeurs  de  a^cc^  etc. 

Mercure 'a    =     45^67'  Sg" 

Vénus et'  =     74*  52  «39 

La  Terre, .  4 .   ce"  =       o.oo.oo 

Mars ,  a^" es     48-^o-26 

Jupiter a'^  =  .  98 •25^45 

Saturne a'  c=  m  *56.  7 

*Uranus ,  «'•=;     7a»59.2i 

Toutes  les  longitudes  qui  précèdent  sont  comptées 
à  partir  de  lequinoxe  moyen  du  printemps  de  1800, 
en  prenant  pour  époque  le  minuit  qui  sépare  le  3i 
décembre  1799  du  i*'  janvier  1800.  On  doit  se  rap*- 
peler  eqcore  que  conformément  à  ce  qui  a  été  dît 
n'  a4»  lii^rell,  la  longitude  du  périhélie  est  égale  à 
la  distance  du  périhélie  au  nœud,  augmentée  de  I9 
longitude  du  nœud  à  Tinstant  que  l'on  a  choisi  pour 
époque. 

L'action  mutuelle  des  planètes  fait  varier  insensi*^ 
blëment  les  élémens  de  lôurs  orbites  et  altère  à  la 
longue ,  par  conséquent ,  les  valeurs  préeedentes  ; 
nous  déterminerons  plus  loin  ces  altérations< 

D après  la  théorie  des  variations  séculaires,  lés 
moyens  mouveme.ns  n^  n' ,  etc.,  ainsi  que  les  demi- 
grands  axes  a,  al^  etc.,  qui  s'en  déduisent,  devraient 
être  invariables;,  et  Ton  devrait,  par  conséquent, 
retrouver  dans  tous  les  «iècles  les  mêmes  valeurs  pour 
ces  quantités.  Mais  nous  remarquerons  que  lorsqu'on 
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dëduk  des  observations  les  longitudes  moyennes 
nt^  €,  n't  +  €^  etc.,  les  termes  nt ,  n*t,  etc. ,  qui 
croissent  avec  le  temps,  contiennent,  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen ,  une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  Texpressioa  de  la  longitude  des  époques 
€,  if  etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  et  nous  en  donnerons  plus  loin  l'expression. 
D  résulte  delà  aue  les  valeurs  de  /i,  vl^  etc.,  qui  pré- 
cèdent,  ainsi  que  celles  dé  a,  a',  etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations,  et  sans  qu'on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques, ne  sont  pas  rigoureusement  constantes,  et  sont 
sujettes  à  quelques  légères  variations  dépendantes  de 
Taction  mutuelle  des  planètes.  Au  r^ste,  les  valeurs  I 
que  nous  avons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées,  et  nous  les  avons  conservées  a  cause 
des  nombreuses  quantités  déjà  déterminées  par  M.  Bou- 
vard ,  auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires ,  et  dont  il  eût  Êilln  I 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  depuis  quelques  altérations,  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d'expioser,  que  parce  que  les 
nouvelles  tables  astronomiques  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  {^us  de  précision.  On  trouvera  à  b 
fin  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ;  les  diff^n- 
cc^  qu'elles  offrent  avec  celles  qui  précèdent  ne  sont 
paâ'de  nature  à  altérer  d'une  manière  sensible  les 
résultats  qui  en   sont  déduits. 

A  l'aide  des  valeurs  précédantes  de  ^,,a',  etc. ,  et 
dés  formules  données  d»ns  le  chapitre  II,  on  a  cal- 
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culé  les  quantités*  suivantes  : 

8g.  Mçrcure  et  J^énus  (*)• 


Att:  ^  s=  0.53516076, 

log*  s  9. 7^848499  ; 

i   / 

d'où  Ton  a  conclu 

log*^\  =  o.33i6!i355. 


('^ 


(0 
log^^i  =  9.71901453  —, 


ensuite 


log4*^  =  0.3368948,  logfcî^  =  9-78^»«i3/  I6g>^?>ac  9.3919715, 

*/=  9.0444085,  *,  =8.7167169,.     ^/k=  8.400337^, 

(•)  <7)  <•) 

Aj^     =  8.0904909V  hi  =  7.7897091,           5|       =  7. 

•  a  3 
èl^       =   7. 1057816  j 

(«)  0) 


log  «  -3^  =  9.6106935,     log  «  -^  =  9.8910092, 
*  -g^  =  9-75789^.  *  -3A-  =  9.5681680, 

(^)  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  avait  été  calculée 
par  M.  Bouvard ,  et  rapportée  dans  le  tome  III  de  la  Mécu'- 
nique  céleste.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaient  nécessaires  à 
la  détermination  de  nouvelles  inégalités  reconnues  dans  le  mou- 
vement des  planètes.  On  ne  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
rithmique ,  parce  que  Ton  en  fait  beaucoup  plus  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  —  derrière'  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
aucpiel  il  se  rapporté  est  négatif. 

Tome  III.  25 
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log  «  -g^-  =  9.3556636,     log«  -g^  =  9.i3o53a3, 

«   ^    =  8.8978883,  «    -g^  =  8.6627452, 

«-^  =8.4337148  i 


log««  -^  =  9-897a9»5,  log  «•  -gj^  = 

«»-jjp  =9.9878111,  «■-3^  =9.9860229^ 

d,b<!>  d^hf 

«•  -^  =  9.9082265,  "'-a^  '^  9-7869570» 

».  —1-  =  9.6362375,  «*  -5^  =  9.463o638 1 


log^s_|.  =  0.2388655,  log*'  -^  =  0.2669528, 
*»  —I-  =  0.2640337,    *»  -jjl-  =  0.3493404, 

A»  -^    =   0.3913886,  Ctî  -g-l-     =   0.3790579, 

d^bf 

IIS.--JL.  =3  o.3228i36i 
a«' 


log  «4-^   =o.79K»3a,   log  «4 -g^  s,. 0.8(196939, 
,4  -Tji.  =  0.881 1389,  «4  -jjf-   =  o.95653<¥«  ; 
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(•)  •  (I)  (a) 

log^^    s=  o,6a4^io4y    log^s     =3.035376»      log&s     =  o.3^i5{o, 
6^    ss  0.07641 18,         *s     =  9.85o44m,  b^    ==  9.6167506, 

*l  =  9-3780470; 

.  db^  dbi  dbi 

l#g«  -^-=o.8a56i3a,  log4-^^-s«o.7i8a3o3,  log  « -^=6.57.87623 , 

«  -^  8=0.4175981^ 
^^••"S?"  =  1-3495903,    log««  -^  =  i.a83999î. 

Mercure  et  la  Terre. 


I  •  ^^  3^  *=  0.3870981a, 

iog  «  :=  9.58789311  ; 

d'où  rpn  a  conclu 

log5^j_  =  0.31715472, 


lôgi^j^  =9.5794473»—, 


et  par  suite 


(•)  (*)  (>> 

logfr,     =0.3184706,    logft,     =9-^«39897»    log^i    =9-0798^165, 

O)  (4)  (S) 

5^=8.5899496,  a;     «=  8.1206397,  ^1     =  7.663o4io, 

s  •  » 

C«>  (7)  (•>  *  ' 

ft,'  =  7.aii9îiiï,  Al     =  6.7581546,  *i    =  6.2479733  i 

"î  »  » 

dbt^  dbi_  dbi^ 

iog  «-2^.^=9-3546937,  logit-2^a=9.66687o6,  Iog  « -^=9.41^1261 

25.. 
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ai,V  -«f  «»? 

J?  "if 

rf.if  rf.*«  d.if 

,og,.-2jI-=9.39893!»,log««-5;^=9-a63!i798,log->-3;^=9.5!»5.o35, 

.._J!_=9.44337o5,      «•-^=9.a538373,     «»-ji-=9.o<aa85»} 
dit*  **•  ^^ 

^.,<o  d.i<*>  a.i?> 

,og.i_f  =0.4910738,  log.»-^=9.5<>32Mîi,  log4»-2jr=9-^~39^' 


a^h^> 


log&f  =0.4581591,    logfts^  =0.1975730,    logfcf  =9.8736804, 
hf  ==  9.5a4o2ao,         4^^  =  9.1868688,  4*^   =  8.787871^»» 

log^  --£-=o.îi9a5o4a,  log«-^--  =  0.0718837. 

Mercure  et  Mars. 

A  =;  -^  =  o.a54o53ia, 
log  «=  9.4o49î»47o> 

on  a  conclu  de  là 

log  ^î.  i  ==  o.3o8oiooa, 
>og*-.  1.  =  9-4oï3775o  —, 

et  ensuite 

log  b^*^  =  0.308244^,     log*f  =i  9.4157443,     log  6?^   =  8.696^175, 
i?'  =8.0330878,         if  =  7-36754>3.  *r  =  6.68ia4»ai 
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4bT  d,T  dsT 

log  *  -^=8.84îi4o4i,  log«  -^=9.4374786,  logit-^rag.oioaofe, 

«-^=8.5091035,         .--l-=7.98ai98i; 

^.Af  a.4">  rf.5f 

ïog**-2ir-=^-9*^*^»  log  «•-2jjî-===8.6a7îie95,  log««-j^==9.o59937&> 

«»-j-f-=8.83iM8i  : 
log  *J^  =  o.365g6a4,  lûg&V^=  QO^^iSu,  log^s*^  =  9-4347o4«- 

'  »  À  •  . 

Mercure  et  Jupiter. 

*  =  ^  =  o.o744a555, 
logdt  =  8.87172138; 

d'où  l'on  a  conclu 

<0) 

*og  ^«  1  =  o.3oi63ia, 

(O 
log  5    j^  =  8.8714^10  -— . 

""  * 

CL  étant   une  très   petite  quantité,  les  valeurs  de 

b  ^  ,  b,  ,  etc. ,  ne  pourraient  se  déduire  des  précé- 

dentés,  avec  une  exactitude  suffisante,  à  l'aide  des 
formules  ordinaires  ;  elles  ont  été  calculées  par  le 
moyen  des  séries,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n**  18  et  ai ,  et  il  en  a^été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

(o)  (0  (>) 

log^i    ■»o.3oi63d8,    log^i    =  8.87a6a8si,    log  ^1    =  7 '6190277, 
6^,^^   =;  6.4800069,  b^t^   =  6.7161703J 
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ji.<*>  ^A^'^  ^^y^ 

dbg  dbi_  dbi_ 

log*-^-c=s7-746fôio,  logé -—=^.8744317»  »og*-^a=  7.9»tii7^ 

Iog«»-3ji-=7.75i564o,  log«!»-^ï-=fl.9784i8a,  log»»-^^» 7 '9*847051 
log  4**  =  o.3o64558,    log  4'^  =  9.3533647,    log 4"^  >=.  8.32ï8883. 


Mercure  et  Saturne. 


A  s=  ^  =s=  o.o4o58547» 

I  log  «   =S   8.60837067; 

d'où  l'on  a  conclu 

log  b^  1  =  o.3oiao88t 

log  *^'\  =  8.6o8a8if  —, 
ensuite 

log4^  =o.3oiao87,    log  4^  =  8.6o8633o,    log  & i*    =7.0990887, 

a^r  dbV  ^r 

Iog*-^»=7»»/75594.  log«-^-!=»8.6ogi695,  lo8--^2g;-=:7.S93i!.35, 

A-^-«i:6.og75555; 

^.*f  d«*f  ^»^f 

ïag*»'*2j-^7.arô43S5,  log*«— ^-=6.  i7ô77^>  log*«-3r^=7-38a8i94j 

(o)  .(«)  (1) 

logis     =:  o.3oa64o6,    logis     =9.0868340,    logi^     =7.7939517. 

A  A  • 
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Mercure  et  Uranus. 


*  =  ^  ==  0.02017895 , 

log   àL   =   8.3048987  i 

d'où  Ton  a  codcIu 

(•) 

log  b^'i  =  8.3048766—, 

ensuite 

log  bi_    5=  0.3010695,  log  hV   =  8.3049857,  log  In^   =  6.485oiia  ; 

a  a  .  ï  • 


ab':>  aif!'  . 


log  *  _i-  =  6.6101641,    %*r^  «  8.3o^5ag5o  j 
log  a/    :51c  o.3oï4a8o,  log%   =  8.7823514. 

Femw  et  la  Terre. 


'*  ç=  ~  *s  0'7.^?33b3o,. 
log«  =  9-55933789  i 

d'où  Ton  a  conclu- 

H*-^'  ==  o.35633p3. 


log  *_  i  =  9-*^.»^394  —, 


ensuite 


logb^  =0.57773*9,  log*i  =9.9742413,  log  Ai    =9,-7i»2958, 

4*^  =  p.5o9685o,  4^  =  9,3i53736,  bf  =  o.ï323iio, 

(n  m  rn 

&/  K  8.95690161,  bt  fss  8;786o4i3,  ft,     a  8.6aoi588. 


Digitized  by 


Google 


36o  TEDtoRIE  ANALYTIQUE 

log  bT  =  8.459347a,    iog  b\    =  8.ao34ni,    log^i     =s  8. i5466i4, 

î  •  5 

A,      =  8.0169498,  *1      =  78968017; 

•  » 

(o)  (1)  (•) 

db%  ^i,  dbi^ 

]og  4 -^î-r^u). 0751699,  loga-^  =0.ai58i53,  logti  ^j^=so.i'j5i6ooy 


dbt  -   dbi     '                                 db\_ 

«  -3^=9-7974307,  «  ^=9.6846536,         «  -5^=9.5637588, 

éf^j^  <ttj^                                                    dhy^ 

«-^=9-44699»8,  «-j^=9.3ai4g6»,       « -^  =9. 189M95, 

d.Ç  d-if                              *jf       . 
log  «•  -2^=o.6o6!»888,  •oga'-j^  =o^534o,  log  «'-3^  =o.65io7«ï, 

**<•>  *if                               *i« 

«•-2;^  =o.6783i4«,  «•-^^380.678870^,      «'"j^  =0^488^ 

d.*r*  **?>                   a.*?> 

*«-^=o.6.3i433,  ..-g-i- =056,0666.     ^f^^  =o.499'9<4 

a.if  J.*^->                            rf.if> 

«•— r-î-=o.43iii84,  «•-^3^=0.3586043,      «'   ^,  .  =o.a85io98; 

««     _,•"    =o.aiS4436,  *•— jï— =o-«5ra565  ; 

log.»-^;^  =i.33o47ao,  log«»-j^  =i.3366oi7,  log«»-5^=i.34,9e93, 

«»-jj^  =1.3765018,  «'-jrî.  =1.3996850,.  •    ««-^  =i.4>64fi94 
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rog^f.*^  =ai.4ï«««;,  iog*»-2^  =1.4065313, 

«'-^  =1.3774766,      ••-3^=1  3â5od68/  .  *> -2;i-=i.a7t56"4, 
«'^2fr=:i.a535»73,       ••-^=1.09711706;  :  '     ;    ;  .      .- 

dib^p  d*bf  w;-> 

log*4^  =3.3476455,  log«4-5-L  =x355g663,  log«4_i-e=î,36i4438, 

.?<"^  ./4">  c/4*r' 

«4_i-.=a.363o34a,      **-^  =:a.3675aa3,       «^-gjT  «=î»-38a94i6  ; 

d^b?  d^b'f>  d^b'r        .     ^ 

logA»-^  ?rF?.34ii764,log**-^  =3.3461468,  log«»~I-=3.35o4344, 

W;'^  a-^V'^  .l<'^ 

*«-3^=3.34373o4,      **-3fr  =3.3069397,      *«-^i-^.itei758; 

log  bV  =  0.9996759,    log^i^  =0.9480163,      logfcs^  =  0.8684434, 

5  •  »  *  ' 

4'^  =  0.7748044,  b^P  =.0.6734969,  4*^  =  o.56a5368, 

*?^  =  o.45o36o6,  4'^  =  0.3339489,'...'.;  4^^  =  0,0913673, 

bT^  =  9.9645463,  4'^^  =^^ giSifÔiS^,  4'^  =  9  6838a49  i 

"S  «  » 

dbj  /fôj  i/^a 

log  flf     *  ■=i.6ia57i6,  log  *-3~  ==i .5660804 ,  log  «-nr^  =  i  .5o3o497, 

(9)  <'•>  (>0 

db3  dbs  ,         .  dbl   ';!).'        /;i 

«-T^  =1.1983763,       et— -p— =i.ini8oa,        <t      *    =  i.oa3a309, 

*-^  =0.9373535$    • 


Digitized  by 


Google 


36a  THÉORIE  ÂÏIALTTIQUE 

d'bf  *4->  *4'"> 

d«Af  d.4">  d»4"> 

«og-'-g;^  =3.4354a4«.  Iog»»-jj?-=3,39{i4o95,log.»— t-=^.35953i8, 

<i.4"> 
•'-^-=3.îi«3aa8; 

d4«   .  d44'*>  d44"> 

>0R«4-2jî-  =4.6037539,  log*<-jî— =4.58oa83i,  log«4-^--=4.55aooo> 

«4-j^s=4^i586io;  i 

d«Af  d^bP  rf«*f> 

*»-3^=5.786o966; 

(10)  <ii)  (m) 

logis     =i.3oioi37,      logi^     =51.2087995,  log^ô     =i.ii7gG^i 
,l<>g|i-^^-  =2.5>o55a8,  lo|;«<-^-=  1.5701862. 

Vérms  ei  Mars. 

«  =  1^  =  0.47472320, 
iog  *  =  9.69644048  j 
d'où  Ton' a  èonclu  .       '  ' 

(o) 

logb    I  =  o.325i8o3y 

■"  » 

logi^\  =9.6636491  r-, 
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ensuite 

(o)  <0                                                          (») 

log^i     =io.3a83ri8,  k)g*fti     =9.7173577,    log  ftj^    5=9.2735944» 

ï                ■  î                                                      a 

iV  ==  8.*873i78«,  b\     =  8.4931373,          r/  =  8,ia5o58a, 

%  %                                           "S 

bt^     =  7.7655941,  ^2.     =  7.415807a, 

(<>)  (0                                       <•) 

<l&  I  d&  I                                      db  I 


5«-^=9-47^7«»loS«-*^=9'Soo5472,  log*-^  =s g. 6229^5 1,  . 

dbi^  dbi^  db  I 

*-^  =9.3848411,       «-^=9.1220478,        *-^  =8.B455446; 


rf<>  d.4'>  d^b^ 

log**-j^  =9.6938757,  lo&**-g^=9.6i  19576, log*»-^  =58.7993520, 

«•-2^^=9.7736917,       *«-5;^=9.65487i7î 

d.5f  rf34'>  rfsfcf      ^* 

log**-^^  =9-9ï3î326,  log«»-2j|-=9.9565i47,  log*'-^-^  =9,9419927, 

«%~|~t=Q,o$7a$76  ; 

logiî^  =  0.5469831,    log4*^  =  0.3625733,    log4*^  =  o.i2253o3, 
bf  =  9.85895o3,  4^^  =  9.5822293; 

log  «-^-  =  0.6045910. 

Vénus  et  Jupiter. 
«  =  -^  =  0.13907116, 

log  «=  9.14323716$ 
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d'où  l'oD  a  conclu 

(o) 

log  i.  ij=  o.3ô3ia75,    . 

(I) 
log  ^^  ji  =  g,i4ai836— ^  • 

ensuite 

logar  =  o,3o3i48i,    log  5?^  =  9.i464i33,    log  4'^  =  8.ie5o365, 

*  Â  A         ' 

b^P  =  7.aa9a965,  4^^  =^6.314499»,  b*P  =  5.4116197, 

\'^  . 

(•)  (r)  .'       '  <») 

dbg^  dbv-  dbt^ 

log  *-^  =8.2196014^,  log  «-^  =9-i5a7757,  log  *n^  =  8.4696673, 

«-^  =«7.7088843,        «-^  =6.9093719  ; 

*^^*'"Â?"=^'''<^^^^'  '"^^'-SF  =7.7995187.  log»«^=8.4838o7i, 

*».gj^=8.pi39749j  >  .  '  . 

log4*^  =t  o.3aoo9i3,    log 4^  =  9.6369687,    log4'^  ^  8.8763738, 


Vénus  et  Saturne. 

a' 
*  =  2^  =  007583790, 

log  *=  8.8798865; 

d'où  l'on  a  conclu 

log  b^\  =  0.3016543, 

—  % 

(0 
log  *_  1  =  8,8795737  — , 
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snsuite 

log»/    =o.3oi6563,    log4''  =  «.88oto5o,    log  *!**=  7.6367350, 
*i    =6.4116197,  4*  =  5.!i35a484 , 

^*-l  dbV  dbV 

^*^e*-^=7-76îi5875,  log*^  =8.8826^0,  log.-^  =  7.9378094, 

(3) 

dby 

^<  d^i^r  d^6<P 

**>6»""2;;r=7-:«8?i5a,  iog««-^  =6.9965872,  iogc«^_J5-= 7.9,^0461  i 

log^l^  =  0.30Ô6643,    log4'^  =9.3617060,    log4'^  =:8.338a77î. 

/^i^ww  et  Uranus. 

•  =  ^  =  0.03770634, 

log«=:  8.5764145; 

d'où  Ton  a  conclu 

logfc^   i   =s  0.3011843, 


log  *_i  =  8.5763374—, 


ensuite 


logd^    =o.3oii846,    log 4'^  =  8.576699:1,    logif^  =  7.oa8ao5i, 

(')  *  * 

bV  =  5.5a5i234; 

-i^r  *î'  ^5r> 

log«-^=8.43.7458,  log«_î-=8.5367744, 108.-^  =  7.3,949.7, 
\ogb^    =  o.3oa4ao3,    logij    =  9.0546947. 
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La  Terre  et  Mars. 


d'où  Ton  a 

«  =  ^-5  =  o.6563oo3o, 

conclu 

, 

et  par  suite 

1       r<'> 

log*     I  =  g.^giSioi  — 

logij,    =  o.fôg»5oi,    logAj,     =9.9055600,  logi/    =9.6080808, 

*?^  =  9.3514059,          Al     =9.iï3853r,  4*^=8.8874485, 

.  ^  ^=^.6683393,          iS"?  =6.4545400,  }^   =  8.!ï44648aî 

A&^                                    ^"^  jr<'> 

dbv_                                    w_i  dh\_ 

log «t-~- =9.9063286,  log «-^=0.0912253,  logdt— ^  =  o.oai555a, 

^^f                       àh'^  aiV 

*-^=9-9'<>S7ïo»       A-^  =9.7812253,  *-^  =9.6407118, 

«-^  =9.49^*8^78»     * -^=9.3401255; 

^•^•^              j«4">  w;> 

^^*^'"Âi^''=*''^^'^'98,  log*»-5j^=o.3ib4^i3,  log*»-^^^  =  o.39a444i, 

d.4'>                              d^h"^^  d^b? 

**-3^  =0.4165244,      «._î-=o.3958687,  *•— ^  =  o.  345336?, 

«•-^-=0,2768718  ; 

d^bf               rfi^f  rf3fc<;> 


log*»-j^  =0.9142147,  log*»-g-f- =0.925368?.,  Iog«»-2j|-=o^9în49f, 
*»-2jf.  =0.9736713,     *îw^  =1.0114646,     «"-^  =  1.0223067Î 


Digitized  by 


Google 


BU  SYSTÈME  DU  MONDE.  36) 

îog5i     =0.8360921,    log53     =0.7579948,    loQ  bl    =  0.643899e, 

b^     =  0.5136796,  53     =s  0.3712996,  bi     =s  o.223i5oj; 

A  A  ft 

^^2.  ^3  dbs 

log«-^-=i.3i965a6,  log<t  ^   c=:i.3258o5l,  log«— î-=i.a!iig388, 

«-^=0.9295514.  ^ 

La  Terre  et  Jupiter. 
«  =  2- =  0.19226461, 

Jog(A=;  9.2888993 i       . 

d'où  l'on  a  conclu 

log  ^    £  =  o.3o5o344» 
log  &^'\  =  9.2816785  —, 

et  par  suite 

(e)  (1)  (1) 

log  ^1     =  o.3o5iii8,    log^j^     =9.2900413,     log  Al     =8.4501721, 
%  %  % 

hV  =7.6547155,  A?^   =  6.8913144,  b^^   =  6:1189258, 

bf  =5.3577377; 

A 

(•)  (0  (0 

dbt  dbj^  iihi^ 

log  «"2^=8.5861991,  log  «  -^==9.3022686,  log«  --^— 8.7531084, 

iiht_  dbi  db\ 

*-3j-  =8.i3*74i5,        «  -;^  =7-4079^14,        *  -^-=6.8m5o43j 

log*«-^=8.62i78if ,  iogd«-2jjî-t=^.2363382,  log  ••-jjr  =8. 7796809, 
*«-^=8.44o9336i 
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log*B_ï_=8.oi98i63,  log*«-3-f =8.3io333&,  log«».j^=  8. 0036573 } 
log 4^^  =0.3377508,    log4'^  =9-79»7348,    log  ^â     =  9-ï7o8W. 


4^  =  8.5i  10675. 


La  T^rre  et  Saturne. 


A  r=  — -   =  0.10484520» 
Or 


log  A  =  g. 0305486  y 

d'où  Ton  a  conclu 

(o) 
\o%h    1  as  o.3oaaiia8, 

*J  1  =  9.0199605 —, 

et  par  suite 

loR^?^  =  o.3oîia3o3,    log  ôî^  =  9-0^3583,    log*/    =7.9181510, 
»   j  •  » 

fc?^  =  6.8596ia6,  *^*^  =  5.8îioi358; 


log ^-^  =8.047489' >  ^<»8*-^  =9.015959^,  >og*-^  =8.Mu887, 

ah 

*-^=7.39674m:; 

,,.6^  ^-^V'  ^-^î' 

log*._^=»8^7î4a9,  log*'  ^;  =7.43337^8,  log*--^  =7-=»a47379i 

log&f  =  o.3ii8a36,    log 4'^  =  9  5066998,     logfcf  =  8.e»3oii«. 

La  Terre  et  Uranus. 

<t  =  —  =  o.o53iia866, 
log  «  =  8.7170766  ; 
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d'où  l'on  a  conclu 

(•) 


<0 
log*«l  =  8.7169291, 


et  ensuite 


logij^     =  o.3oi3a44^    log*/    i=  8.7175166,     log  Aji*    =7. 309630a; 

61        =  5.947IIOI; 

a  \^ 

^A^*^  ^J.^'^  ^r^»> 

«*i.  «iftl.  €f^2^ 

'^S« -^-«7 «4354786,  Iog*-^L^=:8.7i84o35,  log*-^=7.6ii664o: 

Mars  et  Jupiter. 

a'' 
*  =  —  =  0,09095212, 

log  A   =   O.1828974I j 

d'où  l'on  a  conclu 

Jog*_^  =t  0.3102993, 


(0 

log  *_  1  =  9.4620606  —, 


ensuite 


(O)  <t)                                                                       /») 

log  bi^    =  0.3107170,  log&i     =  9.4813308,     log  ht^    ^  8.8248545, 

^i     =8.2137037,  bi     =7.6276730,           &j^     =7.1027766, 

6j,      =  6.9018398,  bV  =  5.9084314; 

^r  ^r          ^4^^ 

Jog  «-gf- ==8.9773471.  *og  «  -^=9.5io55io,  iog« -^=9., 4^3,5^^ 

^^.•>  c£5<^            J:> 

*  -3I-  =8.7005675,  «  -^  =8.2333583,       «  -^=7 .  7514,47, 

(«> 
*— —-=7.2573000  j 

Tome  IIL  ^a* 
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'         .£<>  W^>  cl< 

log  «t»-2~-=9.o6oa959,  log**-^~-  =8.8337i85,  log  *"-;^  =  9.3057911, 

et» -^  =9.0335699,       «•-^jp-  s=8.7a8ao97  ^ 

d^b^:^  d3&<;>  .£S5<;> 

log^j3_i.  =8.8007200,  ïoça'-^  =?'5775,Ç:î3Jog*3-^-i-=  8.8543845, 

*' -3^=9.1384314; 

Co>  (0  (•) 

logÔH     =0.3882367,    l(>g&3     =  O.OÏ7II93,    log^à     =  Ô»  5769826, 

b^     =  9.1070131; 

O  <0  (>) 

€f^3^  </i3,  db^ 

log«t-~-  =0.0093919,  log«--j2-  =so.  14^262,  log  A  — ~-  =9.9434603. 

Mars  et  Saturne* 

*  ==  ^  =5:  0.15975187, 

log  ce  =  9.20344597; 

d'où  l'on  a  conclu 

'og*«l  =  o.3o3j965, 

a 

logA_  i.  =  9.aoap$38— , 

et  par  suite  ^ 

log  b^^  =  o.3o383i9,    log 4*'  =  9.1076487,    log^j^*^  =  8.2866i36, 

A  B  » 

b^P   =  7.41Ï1144,    ^i^   =  6.5566643,    b^^   =  6.7144136; 
(«>  (0  (>) 


log«-:2-î-=8.4ip5i43,  log« -2P==9'^'^^*^»  log«-j^=8.fi©233ao, 
«-^=7-89i33i5,   «-^=7.1607899; 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONI^.  3 

**^  «/-iî»  *s<-> 

•<'«--S?-=«-4443563.  .og,.^=,.98589«.  log.-^  =8.60895,4. 


^^'^'^ -^=7.6819807,  log*3  -^  =8.o347i3f  ; 


Mars  et  Uranus. 

Jog*  =  8.899974005 

d'où  Toa  a  conclu 

(o) 

log  A_^  =  0.3017148, 


1^-1    =8.8996311, 


et  p^r  suite 


^<->  -  ,0) 


log^j     =o.3or7i7i,    log  ^V*  =  8.90.0058,    U^bf  ^  ^,e,(^,,,^ 


bf  =  6.4969,96,  4'^  =  5.3377840; 


a 

4'' 

—PI    fin^^QQ/?       1.                       ft 

=8.do3o654,  log4 

4" 

— 7.t5oJoi85,  k)g<t  ■    *    ; 
dA 

dA  " 

=6.^85oa3. 

Jupiter  et 

Saturne. . 

.=  --  =  , 

:'.5i53i:a5, 

'"g  «  =  < 

^  73664959; 

24.  • 
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d'où  Ton  a  conclu 

(0) 

log  &__  1^  =  0.3337780, 


(l) 


et  par  suite 


(«)  (o  (•> 

log  ijt     ==  o.3385o3f,  lo%bi     ;:s  g.'jgiS^oi,  log  ^j^     =9.4110097, 

%  %  % 

<s)  (4)  (O 

bt      =  9.071790a,  5j|.     =  8.7524495»  bi      =  8.4446069, 

?  *  A 

<Q  (7>  (O 

i.      =  8.1440915,  bt      =  7.8480721,  i,      =  7.5543316, 

•  î  « 

(9)  (>•)  (<i) 

&i    =  7.a566ai4,  5i    =  6.9361113,  5,   ^=  6.5o8a6o3; 

(«)  (')  (a> 

^^l'  dbV  dbV 

log* -^=9.6444847»  log*-^  ==9.9078356,  iog*  ^=9.7800748, 

dbj^  dbi^  dbi^ 

«-2^=9.5979148,  «  ^  =9.3930207,  «-^=9. 1755349, 

<£&i  €2^1^  dbi_ 

A  -jÎ-=8.95oi83t,  a  -2^=8.7190065,  «  -2^=8.4861615^ 

^(9)  «O») 

* -^=8.a56a54a,  * -2^=8.0433959  j 

4»&f  d^b^;^  d.5f 
ïog  **-3;^=9-93i97"»  ^^'S^'-g;^  =9.88o3i34,  log  «'-j—  =0.0199695 

d.4'>  d^bf  cf«5f 

«•-2^=0.0215187,  ««-j;;— =9.0497899»  «'-s;^  =9.8354851, 

d^b?  d^b'P  d^bT 

••-2-r=9-6946o48,  ««-^  =9  5318879,  *.— ^  =9.3544566 

*«-2jjf-=9»i59i6iaj 
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4>jf  dnf  d»4'>     • 

,    ''•S**-^^»"  =<»'«939*»«»  ''*'*"3;^  =o.3iâ3a55,  log«»-jj5-= 

d*b^  d>b^^  d»b^ 


d^b"^'  d*b'^  d»bf 

d>ir>  4.6?»  d.*r 

"*-a;:r-=°-'*^4'^'    ''-s^  =o-«975474.   «'-5;^  =0.1906973; 


Wf  -«if  rf4»« 

.j|î.  =0.8739478,  'o8«*-g^  =0.8706088,  Jog«4-jîj-=o.8873»49, 

d*bf  rf4*f  rf 

it«-j^=o.90oi709,      «4-2^=o.95a5534,      a4-^|ï^=i.ooi7aa4; 

44éf  d4éf 

j»4-p^-=i.oao9a32,      <t*  ^^*  ■  =51  .oiogooS  ^ 

d4<;>  d»jf  a'if 

logs'-^-  =1.5568463,  log«»-^i- =i.56oa8ao,  loga<-~-=ri.S65tiao, 

asiS'  d.^?  a.5^/> 

*»-2fi"=**^7^^^9'      À*-^^«i3$|66»6e^      *»-2.^=i.6ii99468, 

<•)  (0  to 

4og  6.1     =0.6393358,    logb^    =0.5031767,   '  log&s     =  o.3i85o8o, 

<D  <4)  <<) 

^s     =  0.1124955,  h.    =  9-89436û6,  5î    =  9.6684299, 

î  .a  • 

(M  (7)  <8) 

*3   =  9.4371619,       *3  '  =-  9.2008490,       bs       2^  8.9851546, 

*  T  • 

^3      =  8.7317660; 

« 

(o)  (1)  (fe> 

dbi^  db\  db^ 

iog  «  -2^=0.9034145,  log  «  -^  =0.9196246,  log  A  .^  =  0.8642731, 
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db^  db^  dh\ 

log* -^=0.7618983,    log« -^=0.62188690,  log«-^  =0.4746689^ 

dbz  dbs  dbs 

A-^=o.3o6oa8a,        «  •2^=:o.iai554i,        *"^  =9.9308850; 

d^bf  d^b'P  d^bf 

log  *•  -^=1.4586594,  log«»— 1^  =1 .4506427,  log4'  -gj^  =i.44a68io, 

d^l^  d^bf  d^b'P 

*»-j^  =1 .4iii3î9i,       -f~j-=i.3488a9a,      *«    ^,  r=i.a5935o5, 

-f-^  =1 .  1498359.      «•-2^=1.0064963  ; 

d^bf  d.4^>  ds^f 

log<ta    .  *■  =a.  1990567,  log*»  '^^s=2,t7gx€S'jt  Iog«»      *^  =xr  164890, 

c£34'>  ds^$»>  dB&f 

*3-2^  =2.io5i4i4,      *'-2^-.=a.079577i,      -t'-3^,-=a^,o33688a, 

Jupiter  et  Uranus. 

«•^ 
«  =  —  =  0.27113980, 

log  «  rr  9.43317739  5 

d'où  Ton  a  conclu 

(») 

*o«  *^  1  =  0.3089757, 


log  &_  i  =  9.4^*303  — ^ 


et  par  suite 


Jug^r^  =0.3099807,  logftî^  =9.4455513,  Iog*i'^  =8.755i58i, 

1!^  =  8.1098891,         5^,^  =  7.4854933,  ^  =  6.8791553, 

%                                   %  % 

bT  =  6.9678754i 
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Îo«*-^~8.9o3^i5,  log*-^=i9.47o4249,  log^-^îtig.a^bagGB, 

«f*f  4'>  «**<"> 

«-5j-=S.5957359,       «-—?- =8.0952766,       «-^  =  7.63098831, 

rf-*f  d<  rf 

*oS*'-5-r-==8.9747îi8i,  log*«— f-=8.7îio6i93,  Iog*»-^-^;i=9.i!i53392, 

«•—^=8.9^079915 

d^bT'  d^b^l>  rfsif 

^^e**-^=8.6763aa4,  log«» -3^=8.8447846,  log«»^=  8. 7348045; 

(0)  (I)  (a) 

log^s     =0.3753946,    log&8     =9.97^5705,    logô^    =  9,498566o> 

*  .  Â  .  A 

4*^  =  8.9967743. 

Saturne  et  Uramis. 


«  =  ^  =  0.49719638, 


Jog  «  =  9.69652803  ; 


d'où  Ton  a  conclu 


(•) 

log  &     1  =  0.3*74903, 

-  ""  • 

<0 
log  *_i  =  9.6824310— -, 


ensuite 


log  il     =  o.33i3i39,  logé,     =9-7419446,    log&,  2^=9.3187163, 

•  aï 

h^^  =  8.9386898,  4^^  =  8.5787433,    4*^  =  8.3301934, 

•  »  X 

ttgk  (7)                                              n\ 

07=7.8880671,  Ai    =5.5467»77,         tr  =  7. 1894903  î 
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(0)  (')  (>> 

log*  -3^^=9.5309837,  log*  ^=9.8344534,  log«  ^=9.67385^8, 

dbi  db\  db%_ 

0,  ^=9,4546038,        «  -.3|-.s=9.îii3î86,        *-3f-=  8.9550935, 

*-42-=:8.69ia8*5,        «  .^-ji-=8.4îi6o33o  ^ 

rf.6«  «/'*<:>  a.if 

log«»-5-î-=9.769io4<>.  Iog**-^^=9-6979a7»,  log«»-^  =9.869053», 

d.I«  d.if  *if 

«•-jr^=«9.85«63aa,      «*-^^  =9.7506345,     «•-2^  =  9.6016337; 

«•-^=9.4313955  ; 

d»*f  d'fcV*  d'i^^ 

log«»-j-|-3:o.o34oi73,  log«»-j-j-=o.07o87io,  log«»-~-  =o.o638863, 

«»-^-J-=o.  i65a8a2,       «»-^^=to.ao3i493,      «»-3-^=o.i  736498  j 

(•)  (0  (*) 

log&s    =  0.574 i36i,    ^g^3     =0.4061981,    Iog&3     =30.1848201, 

4'^  =  9.9405688,         }^%     =  9.6835549»  ^3*^  =  9.4^85433, 

db^  dh}_  db\ 

log«-^=sao.6858îi47,  Iog«~3~-=xo.  5563^47,  log« -^==0.391 1789^ 
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CHAPITRE  XL 


Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 
élêmens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 

go.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  suîvaris  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  leui's  at- 
Iractïons  mutuelles-  Nous  commencerons  par  les  ya- 
riations  séculaires.  Dans  le  chapitre  VIH  du  livre  II, 
nous  avons  donné  les  pression  analytique  des  inéga- 
lités de  ce  genre  qui  affectent  chacun  des  élemens 
des  orbites  planétaires j  nous  allons  maintenant  ré- 
duire ces  formules  en  nombres.  Pour  cela,  il  faut 
d'abord  calculer  les  valeurs  des  qnanlîlés  que  nous 
avons  désignées  par  [a,  a']  ,  1  a^ a'I ,  etc.  ^  fa^a^^  , 
(a^a'^  ,  etc<  On  a  d  abord  déterminé  les  valeurs  de 
[fl,  a'jy  r^j^'l ,  au  moyen  des  formules  du  n"*  65  du 

livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué,  à  la  place 
de  (a,  a'),  (a,  a'y,  leurs  valeurs  en  fonction  des 
quantités  b^\  ,  i^\  ,  qui  ont  été  calculées  précé- 
demment.  En  effet,  en  comparant  les  développe- 

mens  des  fonctions   (a*  —  2aa'  cos  9  +  a^*)^    et 

(1  ^-  2^  cos  (p  +  fit")  y  OQ  a  iLx     linr 
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I       (•)  (0 

(fl,  a')  =  i  «  V  .  ,        (« ,  a7  =  «'Cl  i 

on  trouvera  ainsi 


[«,«']   = 


4(1- *•)"''  . 


r  (o       1    (•)  T 

3m'/i*     (i  +  A«)  &    ,  -h  -A*    i 

LfzfLJ ac.-cto- ■ 

Lorsque  les  quantités  [a,  oT^et  fû^l  seront  dé- 


terminées,  on  en  conclura  les  valeurs  de  [a',  à\  et 
au  moyen  des  équations  suivantes,  données 


a  ,a 


n^^  65  et  69,  livre  II, 

On  pourrait  dailleurs  calculer  directement  les 
quantités  [a,  a']  et  a,a'l  par  les  formules  sui- 
vantes, n°"  53  et  63,  livre  II, 

.  En  substituant;  à  la  place  de  Â^^^,  A^'^  et  de  leur^ 
différences  leurs  valeurs  en  fonction  des  M^'V^V^  ^^ 

a  "a 

dé  leurs  différences,  quantités  dont  nous  ayons 
d^nné  les  expressions  numériques  dans  le  chapitre 
précédent,  les  fonctions  [a,  ar\  et  ra,a'l  se  trouve* 

ront  exprimées  au  moyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du  n""  74  du  livre  It  on 
substituait  de  même  à  t»  place  de(a|  a')  et  as  (a,^'jr 
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leurs  valeurs  précédentes,  ou  exprimerait  également 

les  quantités  Ça,  a'\  (âja'\,  etc. ,  en  fonction  de 
*-i>  ^lii  ™*îs  il  est  plus  simple^  pour  les  calculs 
numériques^  d'exprimer  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  b^^,  bV  9  etc.  En  négligeant  les  puissances 

deis  excentricités  supérieures  à  la  seconde^  on  a> 
^•  74,   livre  II, 

dî        i         d!^  ^    dF 

dt       ^        de  da 

On  a,  n*  55,  livre  II, 

».  \  dù         a         da*    )  ^  ' 

La  fonction  (/?' — /'^)"Hî''^)*  est  le  carré  de  l'incli- 
naison de  l'orbite  de  nt!  $ur  celle  de  m  ;  cette  inclinaison 
est  constante  lorsqu'on  ne  considère  que  l'action  mu- 
tuelle de  ces  deux  planètes  :  sa  variation  est  donc 
nulle,  et  cette  fonction  ne  produit,. par  conséquent, 
dans  l'expression  de  JV,  que  des  termes  proportioii* 
nels  au  temps  t^  que  l'on  peut  négliger  puisqu'ils  se 
confondent  avec  le  moyen  mouvement  dans  l'ex- 
pression, de  la  longitude  moyenne.   En  substituant 

donc  pour  ^  et  ^  leurs  valeurs  dans  ^ ,  on  aura  , 

Gouvne  dapa  le  n^  74  dû  livre  H, 
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Ko  tHÊOAlË  AUtkirtïqUÈ 

En  it^pààkM  id 


Si  l'on  substitue  dans  ces  expressions  ^  à  la  place 
de  A^'^,-^— ,  '^'Ti  ^*c-  >  leurs  valeurs  n®  24>  elles 
se  trouveront  exprimées  en  fbîiction  de  hV  y  ^x  ,  et 
de  leurs  différences  relatives  à  «• 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent ,  on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (i  +|te)y 
(t  H-jt^'),  fetc,,  sotit  des  coeflâiôiens  indéterminés, 
pàt  lesquels  on  à  ttltlhîplié  l-éspédtivemfeftt  lés  massés 
de  Mercttté,  Véiiu^,  etc.,  que  nous  avons  àdop- 
técis,  âfiti  de  pouvoir  côrrigéi!'  imtti^dlatement  ces 
rêsullàtâ  à  tnësilre  que  lès  dbàèt*Vatiôns  feront  con- 
naître plus  exactement  îei  valeurs  des  masses  pla- 
tiétànlSi.      -  * 

ta,   «T  =  (I  +  n«  )  o",89i538,  [^1r»F  (i  ^jA^^o'^r^^ 

la,  a*î  =  {i  4  /ff)  0^17984,  "  t^Tf!]*^  ('  "♦^'^^  J  o*,oo88i4, 

Ca,a'v]  =  (I  -f.^'v)  i",%|j5g,  '.   .|£23^  («ÎH;.iiW«t)  ô^HBl*^, 

£a,   «▼]  =  (i  +  ^▼)  o",077o59,  [a,  a^J  =J[i.+  A*^  )  o'^ooSgoS» 
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[^',  "1 

=  (•  +    /«)  o",i47Ç)93, 

la',   a"2 

=  (i  -4-  /.")  e-'.Seoiia, 

[«'.  a-] 

=  (i+/.'»)o'',i(»o48. 

[«',«"] 

=  (i+i«")4",>8a773, 

W,  ar2 

=  (1  +  /.')  o-,i9836o. 

[a',«"] 

=  (i  +A«")o",oo474o, 

[«',    «] 

=  (I  +  fi)  o",io35o6. 

[«•,    <1 

=  (1+  m')  5'',I74o37, 

C"',  «•] 

=  (i  +  /*•)  o",a98aa8. 

[a",»'»! 

=  (>+/«")7>î4655. 

[a,",  a-1 

=  (I  +  M^)  o",3a5649, 

["•.a"] 

=  (i+^»0o",oo77j3. 
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(I  4-  '/u)  o>8786$, 
('  +/*")5'',7ri9oo, 
(I  +  vT)  0^068717, 
(r  -f-iu'^)o",725377, 
(i  +  fxy)  o^oiSySS, 
(i  •+.  /«▼»)o",ooo2a4, 

(i  +  ia)  o",ô49099, 

(1+  ^0  4",3o8oa7, 

:(!+/*•)  o^aagSaS, 

:  (i  +  ^'v)i«,682798, 

:(!  +  /«▼)  o",o4a58o, 

(1  "|-^^»)o"f00o5o4» 


«•.    «3  =  (i  +    i«)  o*,ot9797, 

a",   <]  =  (I  -#-  /O  o^468978, 

a*,  «"]  =(1+^")  ^^8I7aI8, 

ta^tfXT]  =  (i  4-i«")i4",59i3a4, 

Wy  a^l  =  (i  +^^)  o".629736, 

[«»▼,  a]  =  (1  +   A*)  o'>oo24o, 

[«»▼,  <1  =  (1  -f  /)  o*,oo4o9i, 

:a«^  a"-\  =  (i  +  ^"^  o",oo9xa3, 

■«»%«•]  ==  (1  -#- ^"^  o",oo3io5, 

a'T,«T]  -=  (i  -f-  ^T)  7«,367a8o, 

«'V«^']  =  (i  4-A*^')o",ïo5ao2, 


(^^  ^J  =  (1  +  ia)  o",oo6235, 
[53  =  (ï  ■+•  i«0  o^a6985T, 
[i!Z]  =  (ï  +  .«")  i",397369, 
[53]=  ('  +iu'T)  5",îi8429o, 
[5ZZ]  =  (»  +  i«')  o",u5346, 
[^^^=:  (i4-A*^0o>oï45i, 

[a«%^]  =  (i  +  /«)  o^ooooaa, 
[i5IZ]  =  (ï  +  f*0  0*^,000709, 
[£^[^']  =  (H-  ia")  0^002182, 
[E^2]  =  ('  +  A**)  o",ooii25, 
fg^T,  av]  ==  (,  4■iU'^)4^8I5454, 
[ÎEÎZ!]=  (ï  +«^')o",o353i9. 
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£av,  a]  =  (i  -f-  /«)  ©",000009, 
[«%  «T  =  (i  4-  f-O  o*,ooo477, 
[fl^  al  =  (ï  +/*")  o%<x»p39, 
[aT,  a"']  =  (t  +/*'^  o>oo33p, 
[flv,  a«T]  =  (i  -|-/*'^)i8",ia9i29, 
[fl^  a^'i   =  (i  +/u^')  o",3 


[g%  g]  =*  (i  +  f«)  o^oooooi, 
[^^]  =^  v»  4-  ^«0  <^",oooo45, 
\a\  a"']  =  (i  4-  f*'0  o*,oboi36» 
[^!l^]  =  C'  ^f**^  o',oooo66, 
[ay^]  =  (ï  ■4tu"')"".849'695,  i 
[^^^»]    i=  (i-hu^O  oV3aa4i, 


[fll»__?l  =  ('  +  f*)  o^^oooooo, 
[a"",  a'"]  =i  (i  -4-  /uQ  o'',oooooo, 
[<i^S  a"']  =  (i  H-ft")  o^dooooi, 
[iïïï2]  ="  (^  -^^i»**^  o",ooooo3, 
[a^Sa'^1  =  (i  -f-M'O  oVia66i, 
i^vT"^]  =  (I  -4-  ft^)  o",8 


[flvi,  ^3  —  (,  4.  ^)  o",oooooa, 
[a^S  nT  =5  (i  4-  fi')  o"/)ooaîi, 
[flvr,    fl"]  =x  (l +/(*")  o"^OQoo89^ 

[flvi,  a»]  =;  (i  -hf/^  o"jooooa8, 
[fl^Sa»»]  =  (i-f-ft'^)  o",93i3o5, 
[«T.,   at]  =  (iH-^v)  i",39099o, 

gi.  A  Faîde  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha- 
pitre VIII  du  livre  II ,  on  a  obtenu  les  résultats  sui- 

vans,  dans  lesquels  ^  représenta  le  mouvement  A- 

déral  en  longitude  du  périhélie  k  l'époque  de  1800 

et  pendant  une  année  julienne  de  365^,35;  j-  est  la 

variation  de  l'excentricité  à  la  même  époque  et  pen^ 


dant  le  même  intervalle;  ^  est   la  variation 


an- 


nuelle de  rinclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique  fixé 
de  1800,  ^' la  variation  annuelle  de  cette  même 


inclinaison  à  Técliptique  vraie  ;  ^  est  le  mouvement 

annuel  et  sidéral  du  nceud  ascendant  de  l'orbite  sur 

l'écliptique  fixe  de  1800 ,  et.  -^  le  mouvement  aù- 

nufsl  et  sidéral  du  même  nœud  sur  l'écliptique  vraie. 
Enfin ,  copime  nous  Tairons  dit^  p^^  /i/,  etc.^  repré- 
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sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles les  masses  planétaires,  ces  coefficiens  devant 
être  supposés  égaux  à  zéro  jusqu'à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  exac- 
titude. 

Mercure» 

jL  =  4'',8i5i46  -h  a*,874oo8^'  4-  o%a5747if«''  +  oVaSSi^u» 
4"  ï*',5795i8/««v4.  o'',076oa7^^  -|-  o*,ooi853f«^«, 

^  =  o",oo6337  -I-  o'',oio4i7/*'  +  o^ooSoaS/u*  —  o*,ooo8o5/u* 
—  o*,oo637i^«»+  o",oooofi6fiv  4.  ^»ooooos)^v', 

-î  =  —  o%ii55a8  —  o*,o83394^  -^  o"/>ooo3avu'  —  o%oa9oa6ft»^ 

—  o",oo3o65^^  —  o%ooooi  !/«▼», 

^  =  —  4-,aoe6a5  —  i'',68ia7V  —  \%o%^Z^iAr  —  o^jOacCgo/»" 

—  i',4i36a3fi«^—  o^oSegS^a^  —  o'',ooi67I/»tS 
1^'  =  +  o'',i7|o77  +  o*,o(54865/  +  ©•,ooo3oau"'-h  ©•,098978^«t 

^'  =  —  6»,68e635  —  o*,îo35o6^  —  3\8663i9fi'  —  0^08886^' 

Vénus. 

^  =  -  i»,95ei7si  -  4>tio954^  -  5*,397788iu''  +  o^834!l8V• 
•4-  6',5449Ç7/u'^+o^o79738/«T  +  o*,oo3554uts 
^  =  —  o*,ia356g  —  o*,o4a73a^  —  o>470i4u*  —  ©•jooaigg^ 

—  o",o3o95a(f"^— o*,ooo67v«^  4-  o'',ooooo7/«^% 
^  =  --  o",oi546iJ  4-  <;^*,oa66o7/M  +  o*,oqi47fi^»  —  o%<)38349^«t 

^'  =  -,  9",33x95o  4.  o'',3§4795âu  ^  Cr,86ouv»*  --  0*,o5a833<H'? 

^'=;  +  o%a45ioÇ  +  o",o2o46o^  -  o^oosA^ipT  -f.  o%696i47l*»^ 
4-  o*,oo334v*^T-  o*,oooooi/uTS 
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—  o*,i96657iu*—  5",i95o33/*«^i-.  o%373oi8iw^ 
*-  o%oo54i9/u^'* 


^=      tr,i748i5  —  o^4385i3/u    +  3*,6454oV -♦- o'',87e6ii^*' 


jta  Terre. 

;4385i3/u    +  3" 
+  6",898oi4u«^-f-  o*,i86o9au^  +  o%oo7ao!VM^», 

^  =:  ^  o«',ogo338  —  o'',oo4ii86f«    -|-  o*,oi44i9ft'  —  o'',oï9o4%«"' 
—  o'',o8ioi4iM*^—  o*',ooo4àgyt«^  4-  o*,ooooaa|t^'. 


^  =      i5*,5«456f  H-  o%oîia645/u    +  0^48713^  +  l^932aœl/«• 


H-ia*,463576/««^-h  o'',66368i/*^  +  o*,oi53a^^», 

-^  =  4-  o'',i88466  -f-  o*,ooia54/t«    4-  ©",00074^  4-  o^oaoge^»' 
ai 

4-  o'',i59îi38/«'^4'  o*,oo6285/«^  —  o*,ooooifii(«^» 
^  =5  —  0^395^46  +  o'',oooo87/u    —  o",oia56if«'  —  o*,îi58o5ij^«» 

—  o*,oa4637/*^  ^  o"',oooo83/*v« , 

:^  =  —  9^65I975  4-  o>56o54u    -h  o^3o483o/M'  —  I^8I7alV' 

—  7*,933ia4/u«^—  o",953479(uv  —  o^oogoS^^S 
^  =  —  o^oI999l5  —  o'',ooo367^    4-  o^iaCoac//  —  o^i3364v»v 

—  o*',oii897fi^  —  o",oooo39f«^S 

^=  —«",291408  —  o*',34o5îi3/u    —  8",»3a278/*'  —  i',8i7aïV' 

—  o",îi98aa8f«*  — ii",i43ia4ft»»—  o%448o4g^Y 

—  o%oii988/*^'. 

Jupiter. 

î^ss       e",35a56o  4-  o*,oooi97/*    4-  o«',oo4i38/u'  4-  o*,oo9ioift' 

4-  o%ooi4o5/«*'  4-  6",aoiaoc^«v4-  o^jiSeSig/»'", 
-^-  =.       o",a65ia5  ^  o%ooooo4/u    4-  o'',ooooo4ytt^  4-  o'',oooo37ft* 

—  o",oooo66^*  4-  o%afi4494u^  4-  o*,oooe6o|»«^ 
«^ss  —  o''y074i33  4-  o*',ooooa3/u    4-  0^,000097^'  4-  o*,oooo77/c"' 

—  o'',o7494<V^^  4-  o'',ooo6io/*^« , 
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^fcl  5=       6^177646  +  o',ooo543^  ^  o^oo559V  *-  o'',ooQ\2Sf4f 
•         —  o^o6o349fi^4"  6*,a3oa67^v  —  o*,o4g994^v  « , 

-^p  =  —  o'',aio8o3  —  o%oioo34u  ""  Q*,iaa4'âM^  —  o",oo7«87f«* 

^^=  -i3",64i48a  H-  o',336i5o^  -'1îi*,ï44o6i^'  —  o^oogiaS/u* 

—  o%a656a5/^-^  iiY^9|p3fi|ut  h-  o\(^3gl^7'. 

oatumê.  ,       .        ' 

—  ss     .i6'',oi79aa  -f-  <i'',ooooa4^  -+•  o*,ooq47V  +  o*>oo09Q9l[«* 
-h  o^ooD37a»"'-f-T5*,e679ii/««v-h  o%34778^^*, 

— -   î=  —  O^fGfooSQ  ^  O*,OOOOO0^    •+•   0*,000000/«'  4^  O*,OOOQO0||u'' 

—  o*,ooooo6iu*— o*,65o856/u»'+ o",oio6o3fi»', 

^  :^  -f*  o*',! 00463  4-  o",ooooo3/*   -4-  Q",oooqi7^'  +  o'^ooGôosift^ 
+  o*',097i5îv«'^-h  o^oo3!l8a/«▼«, 

^  =  —  9", T 37009  4-  Q'',ooooa4/*  +'o*,oooo4if«'—  o*,ooio3g|u* 

—  o'.oooîiiiSfu*—  8%84a36gfi«»—  o^!i9343a^T', 

^j-—  —  o%i4aie7  —  o>ii6oâ/u  -  o^l8465V  —  o*,oo»573/«"' 
-f.  o^o59454u'v-f-  o*,oo3aiQKT«, 

î^  =  -i8",9oi3a3  —  o",ii884i/M  —  5«,6i7953/**  —  o%ooi6i^' 
—  o',o96(53a^*'-ia*',4459i8^"-  o*,3a564îvu^ 

Vranus. 

-^==  4.  !»"4i55a7  4-  o*,oooooaff«  4-  o*,o06o4i/«'  4-  o",oooo88|(((t* 

4-  o^oooo3^-h  i*',aa73o6/««^4-  i',i88o56/m^, 
— j—  =5  —  o*,o5i98a  -••  o'^^oottoooju   —  o^oooooaw'  —  o'',ooooooi«* 
4-  ©".oocooc^**-  o'',oo6o33/«»»—  o*^594s^v, 
o',o<ioooo/«  4-  o*',oooooo^  H 
o",oo9i7g|^«^—  o^oSSoSa/u^, 

-2—  =  «4-  a*,5gfti<i3^  4-  o",ooooi6^  4-  o^'yOGoiSg//  —*  o%oooo8s|i^' 
4-  o>ooo35y«"'4'  0^497753/**T4•  a",o9835!V«»» 

Tome  UI.  a5 


*SL^  SX  .^  0*047361  4*  o*,o<ioooo/«  4-  o*',oooooo^  4-  o",oooooc^* 
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3»  THÉORIE  AVALTrtQim 

Lep  formules  précédentes  ne  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  les  déplacemens  de  Fédip 
tique  j  pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéro^  il  a  fallit  i^eoourir  aux  formules  (9)  et  (10}  du 
n*  44  f  ^^^^^  n.  On  a  supposé  ainsi 

p"  =  tang  ^^  sin  a^  ^     jf''  =s  tang  ç"  ces  (x!\ 

et  r<Hi  a  déterminé  les  différences  -^  y  -^parles  for- 
mules (c)  du  n*  69  du  livre  tl.  On  a  trouvé  ainsi 
pour  l'époque  de  1800  i 

^  =  -h  ©",06^960  4-  o*,oo883^  +  o",  080017/n'  +  <f,oà63gi0^ 

—  o'',oa3648/t4»^—  o%oc6&]QfiC  +  o^ooooSff*^», 

!^  =  —  o*,4«85G6  —  o\oogi3gfi  —  o*,îiç599i/«'  —  o*',oo7iof^ 

—  o^iSgfiyîy»"^—  Q*,oi6563/<Y  —  o'',oooioofKV'. 

On  aura  ensuite^  en  prenant  pour  ^lan  fixe  ce- 
lui 4e  l'écliptique  de  lOwi  et  en  nommant  t  le 
nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  cette 
époque , 

On  pourra  ne  considérer  que  la  première  pui&- 
ssiiÊBt  du  temp&  dan»  ces  formules  tant  que  t  ne 
d^ftàsera  pas  Soo,  i^t  Ton  pourra  rejçter  toqJLes  les 


^ 
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filûsitnçeg  suf^érieuires  à  la  liecondè  km^ê  ^  ^ra 
ixioiodre  qma  j^pèi;  an  le  (kit  ménie  felativén^eM 
aux  observations  les  plus  aBciennc»  qtii  tiott$  ^cAttit 
parvenues,  à  cause  de  leur  imperfection.  /?"  et  q" 
étant  déterminés,  pn  en  déduira  ^^'et  a^'  au  moyen 
des  équalioas  précédeabes ,  ^t  l'pn  aura ,  i^ar  ton*- 
séqueiity  la  position  de  Vécliptique  vraie  par  rap- 
port à  récliptique  ûxe.  ' 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quan- 
tités p'^  et  j''  s'appliquerait   également  aux  varia- 
tions de   l!es€6ntricité   et  du    périhélie  de   Torbé 
terrestre,  et  à  celles  des  élémens  des  autres  pla- 
,  nètes.   Lés   formules  préçe'dentes  suffisent    donc , 
comme  oijj'a  ditn**  ^4  ^  h^^!^  H/^ux  besoins  fietuQ^s 
de  TAstronomie  ;  mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science   et  le  désir  de  complète^  sur  c^  poioj^  la 
tbéôrid^  exîgeàleAt  f\u^on  détçrmmât  les  variat^ns 
sédufeif es  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  deis 
formtkies  qui  pussent  embrasser  à  ïa  fois  les  siècles 
passés  et  les  siècles  à  venir,  t^our  éela ,  il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  h^'  64 
et  69  du  livre  II,  et  nous  avons  vu  que  c'était  en  effet 
U;  8^}  i^0yQ!i]^  de'  résQudrà  d;uno' îmanièM  rigdO^ 
relise,  .l'ipsipodctiintje  .  <|iaieatioti  ,  de^  w  w  ^  6tabtl^.'  dél 
masses  des  planètes  et  les  élénieûs.xl0''lQtt^  Wbrtè^ 
sont  aujourd'hui  assez  bien  coi:]uiius  povr  permettre 
cette  application  )  mais  les  calculs  qu^elle  exige  lors- 
que l'on  considèi^é  à  la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d'une  excessive   longueur  :  M.  Eugène 
BQuvttt4  rffeien  ^ùuhi  th^èfider-flatis  cd  pénible  travail, 
ettôi^^es^ésdltxrtéittSttjfttètejégiiïfepa^é^"^^^        ' 

25.. 
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Au  moyen  des  valears  données  n»  90  ^  et  de» 
formulés  (q)  du  n**  64 ,  livre  II ,  on  a  formé  les 
sept  équations,  suivantes  :    '       . 

-h  o^jOoSg I  M^-H»*,oooo5M^  »  =  o , 

+  o^ol879M▼-fo^ouoaîlM"=  o, 
(ft-i!i",9438i)M"  -H)",o49ioM+  4^3o8o3M'+P^M933M•+l'',68a8oM'^| 

H-  o*,o43Ô8M^+o",t>oo5aM**=  o, 

(fc—i  7^,54  i69)M"'-H>",oo6a4M  +  o^a6985M^-f•l^39737M"-f-5^aÔ4îgM•»\ 
4- o^la535Mr+o^otoI45M»»s=o, 

(A—  7*,489o5)ÎVl«^-fo",ooooaM 4-  o^ooo7iM'Hho";ooaieM*'  -H>*,ooi ï3M*| 

-+•  4%8i545M^+o>353aM^'==o, 

(A--i8''^9366)M^  H-o^oooooM-h  o",oooo5M'  -f  o^oooi4M^'-H»",oooo7  M*| 

+1  i",8497oM'^+o",a3aa4Mv'=  o, 

(hZ-  a*',3«a46)M[T«-f-o*',oooooM-4-  o*,oooooM'-H>",ooooc»M''-H>",oooooM* 

+  o%3ia66M«»-H>''^548M^=o. 

On  a  éliminé  de  ces  équations,  par  les  procédés 
ordinaires ,  les  coefEcieas  indéterminés  M  >  M\ 
W,  etc.,  et  Ton  est  parvenu  à  l'équation  du  sep- 
tième degré  qui  suit  : 

9/K>t53A7_o,36i88A«*f.33,9a3i9A7^triod;dS84oJ|4  4- 4o879,i4655&'  ) 

—  558i86,4oooofe»  +  3785601, 7888oA  —  9837548,S8888mo.  J  W 

On  a  résolu. cette' équation  par  les  méthodes  d'ap- 
prOximàtion  connues;  et  en  nommant  h^,ht,  h^j  etc., 
sç^  racines»  on  a  trouvé 

ho  =    3'',7o686,  A4  =  I8^4890o, 

'  A,  =s  aa,a6oo7,  As  =  i7,iifi9a, 

.    A,  =  .  7,63o95,  .Aô  .=    a, 05464; 

-    -    -^  ''  ''  Aï  =    5,379ac, 

Âu  moyen  des  sept  équations  (a),  oii.  peot.ex* 
primer  chacune  des  indétermifiées  M,^  H!f  W^  ete,, 
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ea  f<MC|tiaii  de  Tuiie  quelconque  d'entre  elles  et  de 
rioconutte  h;  il  y  ^  même  une  éqqation.  de  plus 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  effectuer  l'élimination ,  et 
l'oii  en  profitera  pour  écarter  celles  de  ces  équa-^ 
tions  dont  les  coefficiens  seraient  trop  petits;  les 
valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d'autant 
plus  exactes  y  qu'ils  résultent  de  plus  grands  nom- 
bres. Mais  ce  qu'on  doit  surtout  éviter,  pour  ne  pas 
parvenir  à  des  résultats  entièrement  fautifs,  ce  sont 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peu  di£- 
férens  de  zéro.  Il  faudra  donc  diriger  dans  cette  vue 
l'élimination  ;  en  substituant  ensuite  pour  h  les  va- 
leurs précédentes,  on  formera  autant  de  systèmes 
difiërens  de  quantités  M,  M',  M^',  etc.  On  a  trouvé 


ainsi  : 


!* 

M 

M' 

M^ 

M'^ 

M^                 Mv« 

!*. 

^^^^K 

o,S64oaM' 

o,8a3g6M'^ 

a,3io46M'[ 

i,83i3a8M*[ 

i,6o978M* 

1  h. 

0,01  iggM*^ 

-o,o835tM* 

0^irf6M' 

o,98598< 

3,i3o98M* 

0.14469M7 

h. 

-7,49aa3M' 

6,S7a8iM* 

5,548(S3M* 

— o,oa5ioM.^ 

— o,oà667M  ^ 

'  o,o3o33ML^ 

i  k, 

io8,6o3M^ 

g,9oo!K)M^ 

6,3tigm' 

— o,iooa6M^ 

— o,o8859M* 

'o,io36iMj 

A4 

1 

-«,ooo46M*[ 

o,oïao8M"' 

-*o,ooa58M 

^o,o43o9M' 

-4,58884M* 

i,63o59M* 

>■ 

o,oi348M' 

«o,o9669M; 

— o,ooi65Mj 

o,o959SM; 

cr,75a8oM*J 

— o,35iaiM* 

h 

o,6îii44M^ 

o,70766M* 

o,73i67M; 

a,6oa93M' 

a,5,746M; 

43,48o3M"J 

U  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  les  sept 
quantités  M^,  M7,  etc.,  fet  les  sept  constantes  l,  /,, 
Zt,  etc.,  que  renferment  lès  valeurs  complètes  de  b, 
fe',etc.,  c,  c',  etc.,  n®  64»  *^^^  II. Pour  cela,  conformé- 
ment à  ce  qu^  nous  avons  dit  humero  cité,  on  a 
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Cêkuléf  d'aprèa. lés  âémeim  ifcsoi^i tei  pkiliteira»^ 
nppprtés  s^  go ,  pour  cfaacmie  des  sept  plioètes  prin« 
dpalQS  les  qîjaatités 

ètet^tinmy  ^h'axe'êmt/,  ete.f     e^aetoim,     ^=:  e'cos  ^',  etc., 

relatives  à  Tannée  i8oô,  que  Ton  a  choisie  pour 
époque.  En  supposant  ensuite'^  =  o  dans  les  ex- 
pressions de.  5  ^  b%  etc.,  c,  (f,  etc. ,  n^  64,  livre  H, 
après  y  avoir  substitué  ces  valeurs ,  on  a  formé  entre 
les  quatorze  inconnues  Mo,  M,,  etc.,  l^,  Z, /etc., 
quatorze  équations,  qui  ont  suffi  pour  les  déterminer. 
On  â  trouvé  ainsi  : 


Mr  =      0,018007, 

M^   =         o,op^3iq, 
M^  =  —  0,017048, 

MJ  ==:  —  0,00o5o;, 
m''  =s  -r  0,011343, 

m: 


0,074337, 
0,000737, 


/•  =  3909' 56'. 
/,  =  191,47.55, 
/,  IBS  3o.5o.35, 
/|  =  5105.43.  i3^ 
/4  =  a83.33.i5, 
h  «=   69.a7.îi>, 


Si  Ton  substitue  mainteuant  li  la  place  de  Mo, 
MT^  etc. ,  leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent,  oa 
dxjifSL  celles  des  quantités  Mo,  M«^  etc,^  M'q^  M', ,  etc. 
On  trouve  ainsi  : 

m'  r=       o,oi5558,  M*  =       o,oi5558, 

M^  =  —  0,000769,  M    =       o,ooid36, 

M'^  ^  —  o,ïi7iyi,  M^  =  —  0,0^5^ 

m'  =  -r-  o,oo5ow,  .  M  j  =3;  -^  OjiO«^o4y 

W^^  ?=f  —  o»o9Pi37,  .   M'j  =       o,o<)ooa9, 

Mj  *i  ^  9i«07»W#  .    ^  ^  "^  q,oo9ia3. 


M*  ==       OtOaaSao, 

M,  =         0,OOOÏIO, 

5ÏP.  =       9,ï?373a, 
Ms  =^  -r-  0.055094, 

Ifa  ao       ^,oo>oo>, 
Mi  9::  «^  0»to4i$lv 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MOM^I. 


39» 


M'^ca 

0,041606, 

M^  «=  d,o8a83S, 

M^*  =  -  0,0118988, 

M7==  • 

—  0,009081, 

M^  =  o,oi8838, 

m;'  =  -  OJOOI33Î, 

^r  = 

09000428, 

m:  =*  0,0^454, 

M^'  w  -^  0|Oo^7« 

m;"^ 

^l0D005l« 

Jlj  «=  0»QMlo4S» 

H^  =»  —  o,ooooSS, 

*r  ^ 

o,ooo4êg, 

M    SIS  o,o5do50f 

My  ê  -.  0,018495, 

m;^  = 

0,607135, 

Mj  -  0,055961, 

M]'  =  -  o,oa6io8. 

m;^  = 

o,ooi9ip. 

m;  s  o,ooi856, 

m;'  s:        0,ô3lMl9ft. 

On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  cons- 
tantes cpii  entrent  dans  les  expressions  complètes 
des  variables  b,  c,  b',  c',  etc. ,  et  Ton  pourra»  par 
Consé(|uent/ déterminer  les  valeurs  de  ces  quantitéi 
pour  un  temps  quelconque. 

Il  résulte  donc  de  la  suite  d'opérations  dont  nou^ 
venons  d'indiquer  la  marche  ,  i""^  que  les  racines  d# 
l'équation  (()  sont  toutes  réelles  et  inégales ,  a"",  qn^ 
les  coeificiens  M^,  M,,  M^,  etc. ,  sont  tons  de  tr^ 
petites  quantités  du  même  ordre  que  les  encentricité^^ 
des  orbites  planétaires  à  l'époque  de  1 800 ,  condition» 
nécessaires  et  également  indispensables ,  pour  qno 
les  orbites  de  toutes  les  planètes  ne  fassent  qu'osciller 
autour  d'un  état  moyen  delliptidté  qu'aucune  d'elles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet  j  la  première  condition  étant  remplie^  les 
sonnnes  M^M i-4*Ma+  etc.>  de  chacun  des  système» 
de  quantités  Mo,  M,  »  M^,^  etc«^  prises  avec  le  même 
signe,  sont  des  limites  que  les  excentricité»  des  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jaaKÔs  atteindre,  Q*65iii 
livre  Ils  on  aure  donc  dens  tous  les  siècles  ; 
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fi   <o,!i07ai5,     e'<  b,i463e6,    e"  <  o,ii5685,    ^<  o,i3n«9, 
«'▼<o, 060709,     c^<  0,1731037,     «▼«<<  p,  107546. 

Ces  limites  sont  encore  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure ^  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiter,  3aturne  et  Uranus,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  dei  leur  forme  actuelle,  et 
demeureront  toujours  à  très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 

Si  Ton  compare  les  résultats  precédens  à  ceux 
qu'avait  obtenus  Lagrange  {Mémoires  de  Berlin , 
i  782) ,  en  séparant  FenseiDble  de  toutes  les  planètes 
en  deux  systèmes  dîfférens,  l'un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  Urapua,  l'autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  s'accordent  suffisamment  bien 
entre  eux,  malgré  les  changemeàs  qu'ont  subiâ  les 
masses  planétaires  employées  par  Lagrange  ;  ce  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu^on 
pourrait  introduire  dans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n'altéreront  pas  d'une  manière  sensible  les  conclu* 
sions  auxquelles  nous  sommes  parvenus,  et  que  les 
calculs  precédens,  comme  nous  Favons  dit  n®  56, 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitées  de  la  même  maînière. 

En  supposant  dans  le$  équations  (c)  n^  69,  livre  II, 

;r=  N  ûxï\gt  +  ^o),     f^  ITsin  fet  ^V^),     p"=^  W  tin  (gt  -h  T.),  etc., 
^  =N cos(^e  +/'o)>    7'==  W'cosfet-f. Ifs),    q^^Wwigt  +  If,),  etc., 
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et  en  substituant  à  la  placé  des  quantités  représeï^ 
tées  par  [a,  a'] ,  [a,  aT\p  etc.  >  leurs  valeurs ,  on  a. 
formé  d  abord  les  sept  équations  suivantes  : 

(^  5'',5o39ti)N   -  2',9to34N'  —  o^89I54N''  —  oVa798N"'  i     ^ 
—  i*,595i5N»'—  ô'',977o6N'^  —  o^ooiSSN'^f 

(^+II^7^^)N'  —  o%î4799lV"  —  6^86oIIN*'  —  o^lO905N•  1         J 


—  4'',i8a77N«^—  o",i9836N^  —  o',oo474W^ 

—  o*',io35iN  —  5%i74o4N'  —  o%a98a3K' 
^  7>3466]N«^—  o%3Q5(i5]S^  —  o"^77îiN- 

-oVigSoN    -  o^46898W' -  i',Ôi7mN*' 
--i4*,59i3aN"'-  D",6a974ï*v  _  o>i463N^ 

▼—  o'',ooo34N  —  o'',oo4o9N'  —  o*',oo9i3N" 

—  o^oo3iiN*'—  7*,367»SN^—  o",io5aoN'» 

—  o",oooo3W  —  o*,ooo48N'  —  o'',ooio3N" 

—  e",«)o33N"'— ia*,ia9i3N'^— o%3Se66N^ 

▼—  o^ooooolf    —  o*',oooo4N'  —  o^jOoooglN" 

—  o",oooo3N''—  o',93i3iN'^— i*,39099Nt 


<fi'-f.iîi^94380N*  —  o%io35iN  -  5%i74o4N'  --  o%a98a3K*^  >        I 

fe4-iy',54i69)N*-.o>i98oN    -  o^46898W' -  i',Ôi7mN-'  1 \,.. 

te-*-  7^489o5)N«^—  o^oooa4N  —  o",oo4o9N'  —  o-',oo9i3N"  \ 
te4.i8",49366)N''  —  o",oooo3W  -•  o*,ooo48N'  —  o*,ooio3N"  V        1 


Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  N',  W  etc.,  entre  elles,  et  si  Ton  éli- 
mine toutes  ceÉ  quantités,  on  atira  une  équation  fî^* 
nale  qui  ne  contiendra  que  Tinconnue  g. 

Mais  d'abord  on  doit  observer  que  les  facteurs 
numériques  qui  multiplient  N  dans  la  première  des 
équations  précédentes,  NVdans  la  seconde,  et  ainsi 
de  suite,  étant  égaux  respectivement  à  la  somme  de 
tous  les  autres  coef]Sciens  de  la  même  équation ,  on 
satisfera  à  ces  équation^  en  faisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  N',  N"  etc. ,  égales  entre  elles,  ce  qui  donne 
g=:o.  Il  suit  de  là,  par  conséquent  que  Tune  des 
racines  de  l'équation  du  septième  degré  qui  résultera 
de  l'élimination  des  quantités  N,  N'  etc. ,  étant  égale. 
h  zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s'abaisser 
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au  sixième  degré.  Ea  saÎTant  eb  efiot  les  f9oeéàés' 

ordinaires ,  on  est  parvenu  k  Téquatioa  suivanUlt 

0,011945^  -4-  a,83i7g^»  +  îi55,3o485^<  H-  io955,258i%ï  1_ 

-f-  a3oog5,i84i5^*  +  aai6i3i,9!i!ii^+  7679618,813^1  j       '  ^  ^ 

En  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  d^ap- 
proximation,  on  a  trouvé  pour  g  les  six  valeurs  sui- 
vantes « 

gr  ^  —  ^5^81967,  g4  5=  ~  7%o693^ 
g.=  —  18,98127,  grs  =  —  4>88242  , 
g^aa  ^  I7,6o564,       g«  œ  —  :2, 49896. 

Comme  ces  valeurs,  et  par  conséquent  les  racines  de 
Féquatioti  (e)  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en. 
résulte  n*  69,  livre  II,  que  lés  expressions  des  va- 
riables/;, pff  etc.,  9,  q\  etc«,  seront  composées 
d'une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  différens; 
mais  quelles  ne  contiendront  ni  exponentielles,  ni 
arcs  de  cercle. 

Si  Ton  substitue  successivement  à  la  place  de  g  les 
six  valeurs  précédentes  dans  les  formules  (<£)  ou 
formera  six  systèmes  d'équations  au  moyen  desquel- 
les ou  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan- 
tités N,  N^  etc.,  à  l'une  quelconque  d'entre  elles^ 
relativement  à  chacune  des  valeurs  de  g  qu'on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n'exige  que 
six  équations  dans  chaque  système ,  on  ppurra  choi* 
sir  celles  qui  doivent  conduire  aux  résultats  les 
plus  exacts;  on  a  trouvé  ainsi  : 
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M 

■N 

,.MM^.,. 

■i^;-   ■ 

N- 

N"     . 

N^ 

-  o,3»a85Ny 

—  o,i3C48N;' 

-3,6&i95Ny 

-ii,o573»]S;' 

+7,4oo69N;' 

-i8,4i73.N:' 

-  o,8898iN^' 

+  5,77498N;' 

-5,3o4,7Nj' 

+  6,o44o4n:' 

-o,ïi835Ny 

+  0,01978»;;' 

f.  0,03  igSN*' 

—  o,i77i9Nj' 

-H.,u647N;' 

+  i,56o75N;' 

-o,o!io6aN;' 

+  o,o,4o4N;' 

-34,i7oi3N;;' 

+i3,68i9aN;* 

+i,59i53N;" 

+  a,645«3»;' 

-o,o3i3a]S^' 

-  o,oi6o6Ny 

-84,ao75oW;' 

-  9.»8977N;- 

-6,5345iN;' 

-  i,463o8N;' 

-o,o4369N;' 

—  o,oa975N];' 

-  o,a4i35NJ' 

—  o,i5777NJ' 

-o,i4356N;' 

—  o,i09i3NJ' 

r-o,o867oN" 

-  o,o7398N;" 

En  joignant  aux  râleurs  précédentes  celles  de 
N  =  ]N^',  N^=  N^%  etc. ,  qui  se  rapportent  au  cas  ou 
g;=::o,  €t  en  les  substituant  dans  les  équations  (d) 
du  a"*  69^  livre  II,  il  ne  restera  plus  d'indéterminées 
dans  ces  équations,  que  les  sept  quantités  Nr,  IVr, 
Nr,  etc.,  et  les  sept  arbitraires  V^,  l\,  T.,  etc.,  qui  sont 
les  constantes  introduites  par  l'intégration. 

On  les  déteiTninera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions, les  variables  p^  <lf  p\  q'  ^tc,  par  leurs  va- 
leur^ relatives  à  répoque  de  1800,  et  en  y  supposant 
^  =so;  on  a  trouvé  ainsi. 


lfv«    tE3    0,0591776, 

/ô=  ioS«iy38% 

ÎT'  B  o,ooi555t, 

7,  =  3oG.  9. Sa, 

N;*  -  0,0088759, 

U  s=:     73.IO.3l, 

]N;'  =o,ou33î>sj. 

/}  =    70.39.  7, 

Wy  «  c»,ooo56i6, 

/4  =z    6|.<H>«5l, 

N]J'  K  o»oes56oj9 

/«  =  •7s.45.9f, 

N'''  s  a,oi7a8gt>. 

U  ^  3o5,  7.5i» 

En  multipliant  ces  valeurs  de  Nj^^  Ni"  etc*>  par 
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les  coèf&ciens  qui  \ent  correspondent  dans 
précèdent^  on  a  trouvé^ 

N     ssB     0,0091756,       N'    =     0,0191776,      .(î* 

N/    =  —  0,0004379,  ]V^     k:— 0,0001845, 

N,  =—0,0078979,  W'^  =+o,o5i3584, 

W3  ==-f-o>ooo36i9,  Nj  =  —  0,0030081, 

W4  ==  —  0,0191895,  TS^  =  +  0,0076835, 

K»  :?=  — o,ia34a55,  Pî',  =±=  —  0,0137846, 

Wft  s=  —  o, 0041 718,  a^  ;=  —  0^0037176, . 

H"  es      0,0191776,  N*^  =      0,0191776, 

W^  =  — 0,0149845,  W'^=i-+.  0,0100191, 

ISl  =  4-0,0536467,  N^'  =—0,0001938, 

Nj  3B +0,0199554,  TSj^  = — 0,0061337, 

TS*=-f- 0,0014859,  Pî'^Ts— 0,0000176, 

M^  îp:  —  0,0037459,  Nj"^  3=  —  0,0001 119, 

W^  =  —  0,0018867,  Nj^  =—0,0014997,       Nj    =—0,0011791. 

En  appliquant  aux  inclinaisons,  ce  que  nous  avons 
dit  n«  65^  livre  II,  relativement  aux  excentricité,  on  en 
conclut  que  la  somitae  de  tous  les  coefficiens  N,  Wy 
N''  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront  pas  dépasser.  On  aura 
donc  relativement  à  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  etc., 

tang  ^  <  o,i846633,      Ung  ^'  <  o,ii68i5i ,      tang  4»''  <  o,io68338, 
taiig4>*<  0,1148811^     tung^<'^<o,o4ii638,      tang  f'  <  o,o558489, 
•<angt^'<  0,0711516,  '      • 


t  dans  le  tableau 

.tJ" 

=    0,0191776, 

K 

•=;  — 0,004^119^ 

K 

=  —0,0461910, 

K 

=  -i.  0,0013199, 

K 

=  -f  o,oo65oc)6, 

K 

S£  — 0,0167303, 

K 

=;  — 0,0014811  j 

NT 

s:=      0,0191776, 

N' 

z 

=—0,0149719, 

K 

—-4-0,0001756, 

>I 

=  -4-0, 0001 5gi, 

:K 

=:=— 0,000009l>, 

K 

==—>  0,0000761» 
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et  par  comeqaeut 

^    <io«i7'45%    V<6P39'4y',  V<««5'53",     ♦-<7^7i'6% 

Ainsi  donc^  on  est  assuré  que  quelque  déplacement 
qu^éprouyent^  par  la  suite  dçs  siècles,  les  orbes  plané* 
taires,  leurs  inclinaisons  au  plan  deTéeliptique  seront 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  plus  grand  de  ces' angles  ne  dépasse  guère 
10%  1i  s'ensuit  que  les  orbes  planétaires  resteront  tou^ 
jours  renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  céleste^ 
dont  la  largeur  sera  à  peu  près  celle  du  zodiaque ,  et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  est 
assurée  relativement  aux  inclinaisons  comme  elle 
Test  par  rapport  aux  excentricités.    ' 

Si  Ton  substitue  les  valeur^  précédentes,  ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  à  la  place 
ées  quantités  quelle. représentent  dans  les  équaticMia 
générales  (d)  des  n""'  64  et  69,  du  KVre  II,  on  aura 
des  formules  propres  à  déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies^  desLin* 
clinaisons  et  des  nœuds  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  .d'années  juliennes,  soit  à 
partir  de  1800,  30Ît, antérieures  à  cette  époquCvj^ 
en  sii{^[K)SftDt  l  négf^tif.  Mais  daxis  ces  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à  partir  de  Té- 
qùino^e  fixé 'de  tSo^y  et  pour  âVpi^  des  formuler 
relatives  aux  longitudes  compta  de  l'équinoxe 
vrai^  il.  Êuxdra  les  augmenter  de  la  précession 
dçs  ,^u>n!9^SrpeQd4nt  notenralle.  écoulé  depuis  Té- 
qQmdxe<^de  :i8oo;/x»  qui  revient  à>  augmenter  db 
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5o'^2255o  les  valeurs  de  tous  les.coafficMOs  hfh^y 
h^f  etc.  9  gf  gif  g%9  et(^,  qui  multiplient  t  sous  le 
sigae  sinus  ou  cosinqs  (^).  En  faisant  donc  générate- 
ment  k  c=  5o",2235o  +  A,  fs=^  5o",2255o  4-  g,  ce 
qui  doatke 

,/4=57>947ï>\/«f  =?=55^iP79a.    /«  =cfib%72446, 

OÙ  âUra  pour  un  temps  t  ^fas\eAtMspfe  ^  à  partÎF  de 

3^ÔO0  >r  .•:,.':■» 

Mercure»'  .. 

i  i=:6,033$3o  éînCÂof-l-^oT-fo^ôooiiô  8În(^,îr-f-2*«>-|-è,ia^7?a  sio()^f-f4i) 
',   ^a0o6Qo^  tin{Aif->hifi)44d^ooi>o(l&.»lti(A\f*fi|>M#o«^(»t  sii^AlW^f^ 

—  0,000458  sin(ket'-{'l6)  ^    •     .  •         «  .  ,.♦•.; 

c  ^=so,0M8ao  coa(Ji^t^laHr0fO00i%0  ^09(^i£H-/>)rHo> 1 377,3a  co9(^»t-4-/s) 

•*-0,o55o94  COS(<3t4-/3)-H),-OOOOob  COS(A4C-f-/4^+O|OQl0Oa  co§(A5t4-/«) 

;  .»u4,<Jèo4S8  <36g(*««*^/é7/    '  •  • 

-f,  o^oo36ft*in(/î5'|f/'3>-o,oi^l89  wn(/i«H-/^4)— orp2i4ati;«^^ 

—  0,004173  sin(/6«+/'ô), 

^'  »  o,oa9i78co8(/oï+/'«)—o,ooo438cos(/,t4i/',)--6;oo7898co8f /;«+/',) 
y  *ki  o,<i5558  8În(Àro<4-/o>-^ô,ooo7é9  sih(*,W,)^o,ii7i7i  sin(A.«-f-/i) 

f')  irf-  ?^<^»^^^  oos{*o«4-w— 0,000769  pf cfe«-:!i^WTyfpU^iy^  Witf^  r*?W 

—  byoo^aa  co«(Aîr+/3)— ^o,oodi37  cos(J(4^4-/4)--o,oo7i^  cos(Afff  ^/s) 

4hrm«lt  «ik«bde  BéuéVi  Cohmissioicip  dfi'Teniê  paxt-  lédl* 
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p'  ?s  0,039178  »în(/o<+/'o)-o,oooi85«n^y.«+r.)H-o,o5ia58riii(/,«-f-/'0 

—  0,003008  «in(/it+/'î)4^oii56^*m(/4j+/'4)--o,o!i3785sin(/ft+r5) 

—  0^003798  sinCyêr^f-T^}, 

V'  «=  o,«iôïî8  c«(/oH-^^)-Hi,090ï85co#(/,H-/'iH^,o5i-i58c»i(/,H-^.) 

—  o,ooioo8  co8(/3£4-/'j}-H>,oo7684coi(/4H4'4)-^O!i3Q86«0«^/«H^5) 

—  o,oo!|7a8  cof(y«t4^'6). 

La  Terre. 

hr  «  o,oi5558  no(*oN-/oH^o,ooi636  tiii(A,r+/,V^,0945g5  •it»(*.f4./.) 

—  o,oo3ao4  iinCAît-h/sj+OjOoooag  sm(A4<«f./4V-^,oooift3  iiii(^it+/5) 
H-  0,000539  sîii(A«t+/6), 

••  «s<i,»f5538  eo»(^,H-/a)-Mi,«wt(536  eot(*, «+/,)— o,0945|^  co8(*ae-f-/.) 

—  o,oo3ao4  ços(*3r-f-/)>-|-o,ooooa9  co8(A4t+/4)--o,00oi93  eoa(A<t+/f) 
+  0,000539  cos(A6t-f-/«}y 

^  =  0,609178  »in(/o£-f^«)— o,oo44m  sinC/il+r,)— o,o46i9Mm(/.f4-/'0 
+  o,ooi3i9sin(/îï4^^H^ooés«9«ii(/4i-^/'4)*-o,ai6ç|o*m(f5H-rri 

^"  =  o,o29i78co§(/oï-f/'»î— o,oo44aaco8(/,ï4•/^)— o,o46i9aco»(/.f-f/',) 
4-  o>o9i3i9«o84/ix^a>4K%oa6i5ii99coi(/4l+i^^^ 
".-  ekOoa49»cof(^-f'/^«)« 

i^=:  0,018007  siD(Ao<+/o)-H>,oo9aio  •m(A,^4:/,)— 0,017048  fiii(A,t-i-/«) 
+  O,ooo5o7  8iii(Aî«4^3)r-o,OAi343  •w(A4l-h/4)*H>,P743î7  •M<Aftî«#./i^ 
-^  €^000737  8in(Aet+^«)«  , 

c^  =  0,018007  co8(Aoi-f/o)+o,oo9aioco8(A,«4-/,)-^,oi7o48  eosCA.t+i',) 
,  —  o,ôoo5o7  co8(Aî/-4-/3)— 0^011343  a»(A4«+/4)-H),07433n  008(^5/ -f/j) 

+  0,000737  C08(A6C-4-/6}, 

|p^  ac  o,04^t7»shir/of+rj--<),Oj4gî85nn(/,«4-r04<>,o53^4;;8În(/.f+^ 

^  o,ot|^55  «iii(fî«-K3)-fM?,ooi486  8m(/4tH.|'4)--a,oo37468in(/4«-K0 

—  0,001887  8tn(y6ï-f-^'«), 

^  *=  o,oî>9t7«co8(/o^4•^.)--^,oI4985co8(/,t4-/^)^H>,o53$47;çoil(  /;e4-^.) 
-f-  0,019955 co8(/3t 'h/'3)+b,ooi48ô  co8(/4t+^'4)— ^^oo374(Çço§(ji(^,) 

—  0,001887  cosf/ôt+^e). 
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,    Jupiier.. 

&»▼=  o,o4i6o6  8in(A«tW-/o)— OyOogoSi  tîn(^it-f-/i)4-o,ooo428  sin(k»t  -h  U) 

—  o/K>o65i  êin(A^t-M3)+ 0,000489  MD(A4e4./4)<f-o,oo7i35  êtn{kst  +  /t) 
,     «if..  0,001919  8io(A«<4-/6)  r 

c«»2B  0,041606  cos(A9t+/o>-o,oo9o8i  cot(A,^4*/,)-|-o,ooQ438  coa(A«r-f-/«) 

—  o,oooo5i  co«(*3«H-/3)-H>,ooo489  co8(A4tH-/4)-H>,oo7i3J5  cofi(Jtff<+/s} 
-f-  0,001919  co«(^««+/6),        ."^ 

^«▼=3  0,039178  »in{^t-|-/'o)-Hî,oiooa9  »iti(/,t-fr,)— 0,000194  sinifa-hi^ji) 
--.  o,QOoi34  sin^/'sHrf  >)-T^,ooooi ? •in(/4^4-/'4)— 0,000 1  la  tiii(jfst-f-/'«) 

.— o,o<^i4Q9»iin(y6i'4-^«),  . 

^«▼î=s  0,039178  co8(/oï+/' J+o,oiooa9 co8(/, t-f/'.)— K),oooi94eo8r/»t-f^.) 
j  ,^  0,900234 ^M A«-f-^'î)"-<>>oopoi8co8(/4Hb/'4>^o,oooi iaCfM(y^£*f/9) 
(    .rr^ 0,001 499 co«(/6f-î-ri).  . 

Saturne. 

>  ics  0)03a83â  Mo(*bt-KlD>Moa8838  8in(*,<^/,)+o,ooô454  *îii(it,t  H-/.) 
-f-  0,000045  8iii(*3t+/3H^,o5ao5o  8iQ(X;4C-f-/4}4>o,o5596t  'nnlist  -f-7$) 
.  ,.  7f-  0,001 856  «in(A:6<-h/6) , 

«V»  .t=i.ô,o3a833  C08(*o«H7Aj)-H>,oa8838  oos(A,H-/f)-fo,ooo454  co8(îfc.«  +/,) 
-f.  0,000045  cos(A:32-f>/3)-fo,o5ao5o  co8(ft4H«/4>+o,o5596i  co8(itfC+/s) 
-h  0,001 856  cos(A6<^/6)* 

p^  c=  0,029178  8^IlC/o<-f-/'•^r-o,oa497a■b(/,^+^^)-H),oooI768i^^(/.«+/',) 
+  o,oooi59  sin(/3«4-^î)— o,ooooa98iii(/4f-j.^4)— o,oooo'768iof/«t+r«) 

—  0,001279  8m(/6«-fT^o^, 

i^t  ^^  OiO»§i78cp8(yit4f:ro)^-^\o24972  cOBf /,)C4*>:0-fo,oooi  j& 

H-  o,oooi59co8( /3ï-4-/'3)— o,ooooo9Co«(/4fr4^'4)— o,oooo76co8(/s«-f /'<) 

—  0,OOI379CO8(/6/+^6),. 

UranUs. 

bv=  0,028^0. sin(*o«+/o)—o,ooi333  •iii(A,«+/j>- o,ooo5i7  »in(;tÉ£  + /J 
,  M  ^  Q,oooo53  sin^hi^^s)— 0,018495  8JD(À4<+^4)r-o>oaÇio8  «in  (it^t  + /f) 
^4-  d,o32252  8in(A:6t+/6),  '       ' 

cvi=  0,028988  co8(A:o«-i-/,)—o,ooi333  ço«(*,£4./,>-h>,ooo5i7  co8(*at -l- /,) 
i^  ô,oooo53  co8(*'5't4r/3)-K),of8'495  C08(it4f+/4).^,026|p8  co8{Jt5t-f./«) 
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py^  o,o^i78>m(/ot-f^o}4-o,ooi355siii(/if-f-/'iH-o,oo8876 sinC/.f-M".) 
4-  o,oii333sin(/îï4-/'3}H-o>ooo66a8in(/4«+r4)4<),ooîi56o»in(/gt-f^5) 
H-  o,oi7a898inC/6«+/'«), 

^▼«=  o»o39i<;8cosf/o<+/^o)-H>>ooi355cos(/,t-4-^i)4-o,oo8876cos(/.<-<-/',) 
4-  0,01  i333cos(/3«+/S)H-o,ooo56acos(/4«4^4)+o,ooa5e>ocoi»(/5«-f^5) 

+  0,OI7!l89CO«(/6«H-/'6). 

Ces  valeurs  de  p,  q,  p',  etc.,  se  rapportent  à  une 
écliptique  fixe  ;  il  sera  facile  d'en  conclure  les  va- 
leurs de  pf,  Çf,  p',  etc.,  relatives  à  l'édiptique  vraie, 
au  moyen  des  formules 

Pr=^P—p'p  ?i=î— 9%  P/='P''-P'f  ?/=?'— î%  etc. 

• 

La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
b  et  c,  et  dep  elq,  relatives  à  chaque  planète,  donnera 
la  valeur  de  Texcentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  rinclinaison  à  l'ëcliptique  ;  le  quotient  des 
mêmes  expressions  divisées  l'une  par  l'autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

93.  En  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n*"  90 ,  et  en  ne  considérant  que  Taction  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a  trouvé 


(âr^y  =  —  (i  4-  fjL^)  4 i',o6555. 

n  est  inutile  d'avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qui  proviennent  de  l'action  des  autres  planètes,  parce 
qu'il  n'en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu- 
des vraies  que  des  inégalités  inappréciables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  (p), 
ToMK  m.  a6 
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n"*  90,  pour  déterminer  les  variations  séculaires  de  ki 

longitude  de  l'époque  de  Jupiter^  on  aura  : 

Pour  Jupiter. 

-~1  =  ^  Qy',9o37oe«^»  —  a0^,58735e'*  ■♦-  4 1 ",063356 «^e»  cos  (»'—  •). 

Si  dans  cette  formule,  à  la  place  de  /e'^,  e',  (»*^,  cu^ , 
on  substitue  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  va- 
riations p  qu  on  supprime  ensuite  tous  les  termes  qui 
après  rintégratîon  seraient  simplement  proportion- 
nels au  temps  t ,  et  qui  se  confondent  avec  le  moyen 
mouvement  n^^t  dans  l'expression  de  la  longitude 
moyenne,  on  aura  : 

-~^-  M*,9o37Q£  ^^'^  ^  -  a6-,S8935£  m> ^ 

Nous  avons  trouvé  n^  91,  en  faisant  abstraction 
des  corrections  dont  les  masses  planétaires  sont  sus- 
ceptibles ; 

^  =  o'Va65i25 ,       ^  =  —  0^640259, 

on  a  d'ailleurs>  n^  88  : 

e'^  =  0,0481621 , 

e"  =  o,o56i5a59 

«T  ^  1^»^  s=  78*  o'  44". 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

-^  ^;;:   0,00000068268/; 
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d'où  Yon  tire  en  intégrant 

eTfi^'sa  —  o",oooooo54i34^. 

Celte  inégalité ,  qui  ne  s'élèverait  qu'à  cpielques  mil- 
lièmes de  seconde  dans  un  siècle,  est  insensible  re- 
lativement aux  observations  les  plus  anciennes  qui 
nous  soient  parvenues  ;  on  peut  par  conséquent  la 
négliger. 

L'équation  (5)  du  n""  74  du  livre  II  donne,  en  ne 
considérant  que  les  inég^alités  séculaires, 

cfé'  =;=  ^         ^,1   .  cTe'S- 

on  aura  donc  relativement  à  Saturne 

J^€^  =  —  0,000001655901  t^. 

Cette  illégalité  peut  être  négligée  saqs  erreur  3qn- 
sible.  Les  valeurs  précédentes  de  J^fc*'  et  de  JV^  diflEëw 
rent  de  celles  que  nous  aviops  données  n*  75 ,  livr* 
II,  tant  parce  que  celles-ci  se  rapportai^ot  à  FépaqiM» 
4e  1  ySo ,  qu'à  cause  des  changemens  que  nous  0von9 
fait  subir  aux  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne.    . 

Nous  n'avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 

l'expression  de  -j-,  parce  qu'elle  se  confond  avec  la 

constante  n  dans  l'expression  du  moyen  mouveme^t^ 
et  (ju'on  peut  dVUeurs  la  fairi^  disparaîtr,e,  ainsi  quç 
noiqs  l'avons  pratiqué  jusqu'ici,  en  déterminant  coor 
venablement  Isl  constante  g  qui  entre  dans  Texpres- 
sion  de  la  longitude  moyenne.  Mais  en  nommapt^ 
coiTime  dans  le  n*  75  du  livre  II,  An*"  cette  cpns- 
tante,  et  a''',  le  grand  axe  de  l'orbite  de  Jupiter, 

26,. 
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correspondant  au  moyen  mouvement  observé,  abs^ 
traction  faite  de  la  partie  dépendante  de  la  variation 
séculaire  de  la  longitude  de  l'époque,  on  aura,  nu- 
méro cité, 

a:  =  aXi  +  f  A). 

D après  les  valeurs  précédentes,  on  trouve..  .  . 
A  =  —  0,0000695244  9  ^^  ^^ra  donc  ainsi  : 

a]  =  5,201  i20pâ. 

On  voit,  par  conséquent,  qu'il  ne  résulterait  dans 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter,  et  à  plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A ,  que  des  cor*- 
rections  très  légères  ,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
l'on  a  dît  n*  75 ,  livre  II.  ( 

*  On  pourrait  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  les  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  et  qui  s'étendraient  à  tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  la  méthode  indiquée  n*  76 
livre  II  ;  mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen- 
sibles, cette  recherche  devient  sans  objet. 

On  a  vu  dans  les  chapitres  précédens  que  Tellip- 
ticité  du  Soleil ,  Faction  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies ,  les 
nœuds  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négli- 
gées, et  les  formules  précédentes  feront  connaître, 
par  conséquent,  les  chailgemens  que  subiront,  dans 
la  suite  des  temps ,  ces  divers  élémens  avec  toute 
l'exactitude  convenable. 
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CHAPITRE  XIl. 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur^  et  du  moui^ement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

g4- 1)^1^5 1^  1^*  94  ^^  ^^^^  II 9  ^^^^  ayons  dispose  des 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rayon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  planète 
m  soumise  à  l'action  des  autres  planètes^  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l'équation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  le  mouvement  troublé. 

Cette  disposition  introduit'  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé-^ 
pendante  du  même  argument  que  l'équation  du 
centre,  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  difiërens 
termeis. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  pla- 
nète m  au  Soleil,  la  constante  a,  dans  l'hypothèse  el-« 
iiptique ,  se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 

par  l'équatioa  a*  =  — ;— ,  la  masse  du  Soleil  étanjt 
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prise  pour  unité.  De  cette  équation  on  tire 

Tel  est  par  conséquent  le  ^and  axe  dont  on  doit  faire 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  yecteur.  Les 
valeurs  des  demi'-grands  axes  des  orbites  planétaires 
données  n^  88,  supposent 

a  =s  n"»,     af  sas  n''"^,  etc- 

Il  faudra  donc>  datis  le  calcul  dé  la  partie  ellip- 
tique du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs  de  a,  a',  etc.,  de  |ma,  ^ mV,  etc.; 
dans  te  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve- 
ment troublé,  cette  correction  est  inutile  tant  qu'on 
n^lige  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses. 
Au  reste,  l'augmentation  précédente  n'est  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne;  d'après  lad  valeurs  rli|^ 
portées  plus  haut,  on  trouve 

jm'^a'"  ==  0,00164507,     lm*à'  =  o,ooo9o55S. 

Si  l'on  ajoute  des  valeurs  à  celles  de  a*"  et  a^  du 
n*"  88^  on  aura 

a*^  =  5,20281145,* 

a*  =  9,55877645. 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  a^"  et  a* 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  que  la  distance 
moyenne  de  la  planète  au  Soleil  diffère  dans  Torbîte 
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trôttbléeetdattôl'orhite  elliptique.  Âimi,  laCMstàittea 
qui  représenté  eette  distance  tàùyentÈe  dans  cette 
dernière  orbite  ^  derra  être  augmentée  de  la  partie 
constante  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
Torbite  tttmblée,  pottr  former  la  râleur  de  la  dis- 
tance moyenne  qui  lui  correspond. 

La  partie  non  périodique  du  rayon  recteur  de  la 
planète  m  troublée  par  Faction  àen  planètes  m\ 
mf',  etc. ,  est  égale  à 

—  -^  a   '  "j'  *    ■**•  "^  ^   '  v'"  •■^  etc. 

Eu  augmentant  donc  respectirement  les  râleur»  de 
a  y  a^y  ainsi  déterminées^  de  la  pArti^  correspondante 
à  la  précédente  qui  ie  rapporte  à  chacune  det  pbr* 
nètes  m,  m^f  etc.,  on  aura  la  distance  moyeniH^  de 
la  planète  au  Soleil  relative  au  mouvement  troublé. 
La  partie  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
l'orbite  troublée,  qui  dépend  du  même  argument 
que  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre ,  se 
compose  des  deux  termes  : 

-f-  m'afe  cos  (zi^-f-  € —  û?)-|-  m'af'e'  cos  (nt  +  s —  r/)  ; 

fetf  étant  déterminés  par  les  deux  équations  sui- 
vantes (*)  : 

.*)  Supplément  au  livre  IL 
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il  sera  donc  facile  de  calculer  les  coefEdeos  des  deux 
inégalités  précédentes,  et  Ton  pourra  les  réunir, 
dans  une  même  table,  aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur. 

Quant  aux  constantes  ^  et  n  qui  entrent  dans  les 
formules  du  mouvement  en  latitude,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites,  on  les  dé- 
terminera au  moyen  des  valeurs  rapportées  n*"  88, 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
récliptique,  le  plan  de  l'orbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les  corrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude,  résultant  de  l'action  mutuelle  de& 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n*"  84  du  livte  II ,  et  des  chapitres  précédens. 
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THÉORIE  PARTICULIÈRE 
DES  SEPT  PLAJNETES  PRINGIPALES. 


CHAPITRE  XIII. 

Théorie  de  Mercure. 

g5.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  ex- 
centricités et  celles  qui  dépendent  de  leur  première 
puissance, ont  été  calculées  par  les  formules  du  n^84 
du  livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué  pour  A^*"^, 
A^"^,  A^'^,  etc.,  et  leurs  différences,  leurs  valeurs  eu 
fonction  de  b^?  ^  bV ,  6Î*^ ,  etc.  Il  en  a  été  de  même 

ï  »  â 

pour  les  autres  planètes.  On  a  négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  l'effet  sur  la  longi- 
tude géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
d'une  seconde.  Quant  à  la  limite  qu'une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  y  cette  longitude,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  et  (^  sa  longitude  vraie  dans  son  orbite; 
soient  1^'  et  i/%  les  mêmes  quantités  relatives  à  la 
Terre;  si  l'on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure,  la  Terre  et  le  Soleil^  qu'on  nomme  f  la 
distance  de  Mercure  à  la  Terre,  et  qu'on  fasse 
p  =  a^  ou  aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
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carré  des  inclinaisons  des  orbites  j 


Si  l'on  différentie  cette  expression  par  rapport  a  la 
carâctériâtîque  S'y  en  ne  faisant  varier  que  r  datift  a^ 
on  aura 

IjC  même  triangle  donne 

.p 
d'où  y  en  différentiant  et  en  substituant  pour  p  et  df 
leurs  valeurs ,  on  tire 

<^  V  COS  V»  p^  _  i^cos(v^'-  i'}  -h  ^»  ' 
La  valeur  précédente  de  sîu  V  donne 

COS  V  as35  '■   '*^ >■   ■  '■  » 

P 

ou  bien,  en  mettant  pour  p  sa  valeur, 

eos  V  sr  de  ■'■■ --V-  ■  ■^■■.-.lii- • 

V^  I  ^-«  a«  COS  {/  —  t/)  -J-  •• 

Si  Fou  substitue  cette  valeur  dans  l'expresaioD  de 
S^zoi&^ j  on  aura 


le  maximum  de  la  fonctioo 

fliiî  (jA*  —  »)  ♦ 

t  -M-a^co»(i^.-w  V)  4-  ^ 
cornespond  à 

co8(i/'  -^  m)  =3^7^,; 
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^  1— «' 

ce  qui  donile  sîn  (i/'' — •  v)  cfc  — j-—,^  En  Substituant 

ces  valeurs  dans  la  fonction  précédente^  on  trouve  que 
ce  maximum  est  égal  à    J^  ^.  On  a  donc  dans  ce  cas 

i^r:c±^  r^'{i  ^  cf)crV*       {a) 

Si  Ton  suppose  ^Ve==fc:  i'',  et  que  pour  r  et  r''  on 
]^rentie  le$  moyennes  distances  de  Mercure  6t  de  la 
Terre  au  Soleil^  ce  qui  donne /''=t  eta=iO,387098ï!î, 
on  aura 

J^r  =  =j=  0,000004  i:2o4* 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  le  coeflîcientserait  au-dessous  de  0^0000041  • 
Quant  aux  inégalités  du  mouvement  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons  toutes  celles  dont  le 
coefficient  serait  au -dessous  d*un  dixième  de  se- 
conde. 

InégaUtéê  de  Mèmuré  indépendantes  deê  excemnciiés. 

^      o^63I43f  «iù  {n't  —  jif  -+.  /  ^  t)  \ 

A^  =  {i^f/),  i—  a",58o6ai  8ina(n't—  nt  -f.  #'  -.  i)   l 

l—  0",w682a  sin3(n'f  —  »ï  -f  •'  —  ^  j 

^(rU.  -.'0  i       o".'8^^  «n  («"«  -  nt  +  •"  ^  •)   1 
^  ^*  ^  **  ^'  >—  t/',i63ft»  «in  a(«''l—  »«  +  i*  ^  ♦)  / 

U.    <I-l.^.V^    /  «".576447    SÎn    (/l'T£-.   „,   4.    .XV_    .)     . 

-t-  ^i-hA*    )'\_  o",ii9863  •inaC/i'n—  «t  4-  t'^—  •).  J 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen-^ 

tricités, 

Îo*', 281459  sin  {n't  —•'  —  •) 
—  3^S43ai4  8în  (a«'f  —  /ir  4.  ai'  -^  •  —  <*) 
—  o",376i22  sio  (an'4  —  3/iJ  -*•*•'-*  3f  -f»  m) 
—  i*,6o768i  sin  {Mt  —  anï  +  3t'  —  ai  -  a,) 
+  o",a8o3o7  sin  (4ii'«  —  3nt  -f-  4/  —  3f  —  •) 
+  o",  168589  BÎn  (  n't  —  anï  -h  •'  —  at  +  »)  J 
.  ,  .  ,,.  I—  o",4a7o86  sin  (a/i"*  —  nC  -#-  at"  -  •  —  •)  ï 
^-  (ï  H-A*  ;  "i^  o",a2584T  sin  {^n"t  —  %nt  -f-  3f'—  ai  —  •).{ 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  exccn^ 
tricités  et  des  inclinaisons^ 

Ces  inégalités  ont  été  calcnlées  par  les  formules 
du  n**  34*  D'après  les  rapports  qni  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure,  Vénus  et  la  Terre  p 
les  trois  quantités  Sri  —  a/i,  3/i  —  n\  et  an — 4^*, 
sont  très  peu  considérables.  Il  faut  donc  avoir  égard 
aux  inégalités  dépendantes  des  angles  Sn't'^^unt^ 
5nft  —  nt  et  ant  —  ^''t.  On  a  trouvé  ainsi  : 

j,  _  ^  r      i*,6ii738Mn(5«'r  ~  Snt  -+•  5»'—  3«  +  43oi8'3î»')\ 

d-f*  —  (I  -M«;  ^_^j«  5g^3^  mi^nft  -    nt  +  3/—    •  +  4o»3e'35'jf 
+  (i  +A*'0.o%a437i5§m(4rt''«  — a/it-f.4*"—  a«-f-4i<»  ii'46"). 

Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  irais 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, résultent  de  l'action  de  Vénus  et  de. la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à  l'angle 
awf  —  5n'^,  et  a  été  calculée  par  les  formules  du 
n*  35;  la  seconde  est  relative  à  l'angle  nt^^^^t,  et 
a  été  calculée  par  les  formules  du  n*"  4^*  On  a  trouvé 
ainsi  : 

A/  =  (i  +  ^Q  8",o8764i  sin  (Sn't  —  ant  +  5«'—  a«  +  3o»i3'36*) 
+  (H-A«T  0^557373  fin  Hn"t  —    ut  +  4»"—    4  —  iS^Sg'ao*). 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde;  on  peut  donc 
se  dispenser  d'y  avoir  égard. 
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CHAPITRE  XIV. 


Théorie  de  Vénus. 

96.  Si  l'on  nomme  V  la  longitude  géoœntrique  de 
Vénus,  et  si  Ton  fait  —  =  «,  Téquation  (a)  du  n*  96 
deviendra  relativement  à  cette  planète 

jy  =  —  /(i  —  a^)s^y\ 

En  prenant  pour  r^  et  i^'  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura,  n*  88, 
tt  =  o,7253325o ,  r"  =  1  ;  en  supposant  donc 
J^V  =  d=  1*,  on  aura 

J"/  =5:  ±  o",ooooo2565a- 

C'est  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d'une  se<* 
conde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-dessous  de  0,00000a.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
eomme  précédemment,  celles  qui  ne  s'élèveraient 
pas  à  un  dixième  de  seconde. 


Digitized  by 


Google 


4^4  THÉPRIE  ANALYTIQUE 

Inégalités  de  Fénus  indépendantes  des  excentricités, 

r        4",639773  sin   (»"t  —  n'«  +  »"  —  »') 
\+  io",567639  sm  ^{n"t  —  «'t  +  «"  —  t') 
]_    6",709876  sin  3(n"£  *»  w't  +  •"—/) 
//  ::=  (I  +  ^  ).  </_    o%977474  wn  «'ï"'  -  «'«  "♦-  •"  ^  •') 
j—    o",3i9958  sia  5(/i"/  —  n't  -h  •"  —  O 
{  —    o",i3447S  sm  ùinTt  —  w't  +  i"  —  «0 
f        îi",9a7ï5a  sin    (n'^t—  «'«  -#-  •»▼—  «')  ) 
+  (i  +  '*'"'\-    o",888587  sina(««v«—  «'«  -f-  •'^—  •')  J 
4-  (i  +  i"^).  o",|8ai97  €in(#i^f  —  n'«  -f-  «▼  —  0, 

—  o",ooooooa909 

+  o",ooooo35486  cos    {nTt  —  nft  +  i»  —  /) 
Hr^o",aoQ0f5»67o  *o$  ^n"t  ^  «'^  -f  •  —  /) 

—  o",oooo  129653  cos  3(n*'«  —  n  <  +  •"  —  O 
^  o"/>oooo3!436  co§  ^/iTt  ^  n^C  +  •*  -^  Ô  ' 

!—  o*',oooooo3i45  "J 

—  o",oooooaai85  cos  3(«»v«—  n't  +  «'▼—  •').) 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excenF- 

tricilés. 

//  ss  (1  -J-  f»)  9'',84g$97  ^n  a  (•«  — .  ««  4-  a/  —  •  —  -►) 

/—  o",ii«4ao  sin  (  n^t  +  t"  —  a»^) 
/-h  o'\i5oao4  sin  (an"*  -*    «7  -|-  lit"  —    •'  —  V) 
I—  o",io5i83  sin  (a«"«  —    n't  +  a«"  —    «'—•") 
1—  r'426900  sin  (3/i"t  -r-  in't  •+  3i^  —  at'  —  •') 

4.  (I  -f.  ^").<  +  4",4î9^90  sin  (3«"«  —  a/*'«  +  Z%"  —  4«'  —  •") 
J—  o",a75773  sin  (4n"t  —  Zn't  +  4«"  —  3«'  —  •') 

•      -  l-fr.  p",87i8647  sin  (4'ï''*  •-  .3ff'|  +  4f"  t^  3/  -  •*) 

I  —  o",6363do  sin  (5n"«  —  4«'«  +  V  —  4«'  —  «O 
V  2*,o3659o  sin  (5n"«  —  ^n't  4-  5s"  —  4«'  —  O 

^  (,  ^  ^«')  o,7544ot  sîû  (3/^t  —  aii't  +  3i«'  —  a*'  —  «T) 

!^  i",5a5383  -sin  (n'^t  -*H  4«'  —  '»'^)  I 

—  o",3a3658  sin  (a/i'^jt  -r-  %n't  4-  a*'^-^  «'  —  «0  l 
+  o",a3575a  sin  (a/i'^t  —  n'«  +  as'^^  i'  —  »*')( 
—  o",i658o6  sin  (3/i'n  —    r/t  -h  3s«'—  «•—  •«•)J 

/r'  =  (1  +  ^'0  o",ooooo33689  co»  (5«<'Jt  --  4i/t  ^  6«"  -r  4i'  ^  «•}. 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  de  deux 
dimensioiu  des  excentricités  ei  des  inclinaisons  des  orbites. 

D'après  les  rapports  qui  existent  entrç  les  moyens 
inouvemens  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars, 
les  quantités  4^'  —  2n ,  5w"  —  5/1' ,  ^ri'  — »  un'  et 
Zn"'  —  7î',  sont  très  petites  toutes  les  quatre;  les  iné- 
galités qui  dépendent  des  angles  ^U  *-«^  2nt  , 
5n"^ — ^n!ty  i^t  —  Tult  et  3w''7 — nhy  croissent  donc 
avec  une  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sensibles.  On  a  trouvé,  en  les  calcu- 
lant, 

JV'  =  —  (i  +  f*  )  o%35387e  jin  <4fi'*  ^  ont  -#•  4/  —  at  —  39*  3o'  3o") 
—  (i  +  ia")  1  ",3911 70  sin  (5«"t  —  3/î'<-+.  5«"  —  3f'+  20°  54'  26") 
Hk  (f -^^/u*»)  î  ^3a4i64  4p  (aw'^r-  «'r + ai'"^  f'^  65»  Sy  g") . 

L^négalité  dépendante  de  Fangle  4^*"  —  2n'  ne 
s'élevant  pas  à  un  dixième  de  seconde ,  nous  avons 
cru  inutile  de  la  rapporter  ici  ;  il  en  est  de  même 
d'une  inégalité  dépendante  de  l'action  de  Mercure  et 
de  l'angle  3^^'^  — n<. 

Imégàlif^  4ép^idanie$  des  cubes  et  des  produiis  de  tmis  dim 
memions  des  excentricités  et  4^s  inclinaisons^ 

Ji/  =  (I  +  ^)  r,a56877  sin  (a«/  —  Wt  -f- •!*  —  5«' H-  3oo  i^  3/'). 

inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pro' 
duits  de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai" 
sons, 

JV'  =  (i  4- A»")  !i",7i7796sm  (i3«''«  —  8/i'f-h  i3«''— 8t'  —  40»  44' 34*). 

Cette  inégalité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Airj,  a  été  calculée  de  la  manière  suivante 
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Ou  a  d^abord  déterminé  par  les  formules  du  n«  44  > 
l'inégalité  correspondante  relative  à  la  Terre  que 
nous  donnerons  plus  loin,  et  en  la  multipliant  par  le 

facteur 7^=7 ,  on  en  a  conclu  l'inégalité  précé- 

dente  de  Vénus* 

Inégalités  du  mous^ement  de  Vénus  en  latitude. 

Au  moyen  des  formules  du  n""  32,  on  a  trouvé 

/.'-ri-i.^-»  ^     o^ 1 15445 «in (n-'r +«•-*')  l 

#1  —  ^i  -f.  /fc  ;.  «^  ^  o'',5i89097  sin  {Sn^t  —  4/i'e  -f-  .V  —  4*'-  «')/ 

—  (i  -h//^  o",ioa4i7  sin  (^n^t  —  a/i'f  H-  3»"^  —  a«'  —  II*) 

—  Ct+A*«^)o",i6i4io«ii(aii«^f—  Ji'«-f-a«''—  •'— !!«▼), 

n'''  représentant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  de  Mars ,  et  11'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  Jupiter  sur  celle  de  Vénus.  En 
vertu  des  valeurs  rapportées  n*  88,  on  trouve 

n'"=  loo-  8'55% 
n»^  ==  .  6i**23'a8^ 

les  autres  inégalités  de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s'élevant  pas  à  un  centième  de  seconde ,  il  est 
inutile  d'^n  tenir  compte. 
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CHAPITRE  XV. 


Théorie  du  mouvement  de  la  Terre^ 


Qj.  Soit  V  la  longitude  géocentrique  de  Vénus,  a 

étant  suppose  égal  à  -7^,  V  sera  fonction  de  <t  et  de 

(i/' — p') ,  et  dans  le  cas  du  maximum  de  V,  onaui^, 
par  le  n'  96 , 


cfV  = 


<h» 


I  -#•• 


Si  dans  a  on  ne  fait  varier  que  r'',  on  aura 
«Tôt  c=5 pj-j  par  conséquent. 

En  faisant  J^V  =db  i",  et  en  prenant  pour  /  et  r^' 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  d«  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  r^'=i,  et  r^  =t=  o^y^SSSaSo;  par  con* 
séquent, 

J^r''  =  db  o,ooooo3ig4- 

Considérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
V''  la  longitude  géocentrique  de  Mars;  en  supposant 

^7 
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r" 
ft  zzz  j^f  on  aura^  dans  le  cas  du  maximum, 

et  en  prenant  pour  r"  et  r"'  les  naoyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil>  ce  qui  donne 

r"'  =  1,5256952, 
ot    =  o,6565oo5o; 

en  supposant  6KV"'  =  d=  i,  on  aura 

^j^"  =  db  0,000004207. 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  de  cTr^  dont  les 
coefflciens  seraient  au-dessous  de  =i=  o,  000004  •  Nous 
négligerons  d'ailleurs,  comme  précédemmeat ,  les 
inégalités  du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude 
qui  seraient  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 

Inégalités  de  la  Terre  indépendantes  des  excentricités, 

Î5",o44545  ain    {n't  —  »*£  +  t'  —  «^  ] 

-  5",7358oo  •in  ^{n't  -  n^t  ^  »'  ^  O  ( 

-  o^69l696  sin  %(n't  -  n^t  +  »'  -  O  f 

—  o',2i494a  sin  4(/i'«  —  n''t  -h  •'  —  «")  ) 

f       o*','i94a44  sin    {n^t  —  «•«  +  i*  —  /*)  \ 

+  (1+  A*«^).  <+  î»",398944  sin  ^{n*t  -  «*«  -#.  .^  —  .-)  I 

l—  o*',i45a53  sin  ^nl't  —  n't  H-  t •   —  O  J 

{7*',i475i35  sin     (««Tf  —  ;:"t  +  «'▼  —  O  ) 
—  o",t69865  sin  3(ii«vt—  »"«  -f-  !«▼  —  .")J 

-i_  ^,  j-  ..T^  /       o",4ao3i7  sin    {nn  —  «"<  +  f  —  •*)  1 
H-  U  -t-  A*  ;•  j_  o",io6i86  sin  a(/iu  -  n"£  +  «^  —  .•),/ 

^r«  —  /i  -I.  *i'^  1""  o»^^o57ai8  cos  (n  ï  —  /i*f  +  ,'  —  «•)   1 
—  lï  1-  f«;-|^  o,ooooîi63449  co8a(7i'«  ^  n^t  +  «'  ^  ,«^  / 

,     .      ,  V    f-f»  0,0000161375  cos  (««▼«—  ii*'f  -f.  t«v-^  g«)  1 
•T»  i        ^    ''*|_  0,000009a iaacos3(n'i*—  ii*f  +  f»T—  ,*^.j 
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Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 
excentricités, 

—  o",  133939  «in  {Wt  —    n"t-^  2f'  —    f"—  »") 
/  +  o",!  38746  sin  (ait*/  —    nft  4-  a*"  —    i'  ■—  j/') 
V—  o*,i6o389  sin  {'m"t  ^    nft -h  at*  —    «'  —  •'; 
,  _  ,v    1—  3^504619  sin  (3/i"f  —  ixnft  +  3t"  —  ai'  —  a") 

^1/  _  (i  -h  ^*^/^  1",  126067  sîn  (3«'7  —  a/i'f  4-  3é"  —  2/  —  •') 
1—  4VS4316  sin  (4/t"«  —  3rt't  4-  <••  —  3/  —  *") 
f+  o",68569a  sib  (4/»"f  —  3/i't  4*  4t"  —  3/  ^  •') 
\4.  o",ao678o  sin  (5/i"«  —  4/ï'«  4-  5t"  —  4/  —  •") 
o",756375  sin  (a/2*«—    /»*«  -#*  2«*  —    t"  —  •*) 


(!+/*•). 


—  o  ,730370  sm  ^a/2"c —    nt  ■+»  2«'  —     t   —  er)  \ 

4-  i",475770  sin  (a/i"'*—    /i"f  4-  at"'  —    i*  —  ••)  f 

4.  o",45699o  sin  (3n«'«  —  in"t  4-  3«"  —  at"  —  m")  f 

4-  o",557202  sin  {^n!^t  —  3/i''«  4-  4t"'—  3f''  --  o»*^  J 

/  o",3o6587.  sin  {n^n  4-  «'^  — •") 
1—  a",576i8i  sin  (/l'n  4-  «'▼—•»▼) 
^  (,^.„.V).  j—  ï",5i4a44  sin  (a/i^vï-  n"t  +  2fv-  «  _  ^") 
]+  o'',6i5o64  sin  (an«U—  n^t  4*  2i«v—  •"  —  •«▼)/ 
I—  «"^SSiiag  siti  (3/i'vt-*-  art^t  4-  3*'^-*-  a*"  —  «'v)! 
l—  o",i5ii4ï  «in  (a/i"t  —  n^^t  4*  a«"  —    §*▼—  ««^J 

-t-  C>  +  A*"-!^  o",i3o375  sin  (a«^«  —    n"t  4-  atv  —    .'^  —  W),/ 

//'  =—(14-  f*'). 0,0000047495  cos  (4»"*  —  3n'<  4-  4«"  —  3t'  —  •") 
—  (t4-ft'*).ovoooôo3o789  co»  (an'^f  — •  *"e  4'aé«v*-  t*  —  i/')- 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dès  orbites. 

D'après  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Vénus ,  la  Terre  et  Mars ,  Sri'  —  3n' 
et  /^n'^ —  tin^'  sont  de  très  petites  quantités;  les  îûé- 
gali  tés  qui  ont  pour  argument  SrJ't — 3/i'^  e  t  t^ré^t^^mil't 
croîtront  donc  avec  une  grande  lenteur,  et  pourront, 
par  cette  raison ,  devenir  sensibles.  En  les  détermi- 
nant par  les  formules  du  n*  34 ,  on  a  trouvé 

JV*'  =  (i  4-  /*')•  i"»o73i69 sin (5n*t  —  3»'«  4-  5t"  —  3»'  4-  ai»    a'  18") 
4-  CI  4-A*"').o",6a4573  sin  {^"i -  a/i"«  4-  4^  —  a«"4-e9^*6'  SÔ'»)- 

^7- 
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Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  produits 
de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L'inégalité  de  cet  ordre,  qui  dépend  de  l'argument 
i'SrJ^t  —  8/îV,  peut  devenir  sensible,  parce  que,  en 
vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou^ 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre,  iSw" — Sn'  est  une 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  n®  44  ^  ^^^  trouvé  (*) 

^"  =  i>49i54  sia  (8/ï'f  —  i3n"f  4-  8*'  —  i3«"  +  41°  i4'i3"). 

Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 
Par  les  formules  du  n®  86  du  livre  II,  on  a  trouvé 

/,"=(!-»-  /).o",M3352  8in(4/i"/  —  3/»'«  +  4*"  -3t'— «') 
-f"  (î  +/«'▼). o",  166761  sin(5in'n—  w"«H-2«'v  —  /  —  *«▼). 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  l'orbe  terrestre,  de  Véquateur 
et  de  la  longueur  de  Vannée, 

gS.  Dans  le  n®  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  l'excentricité ,  du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l'orbe  terrestre, 
en  ayant  égard  à  la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  influence  de  ces  variations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c'est  au  plan  de  Técliptique 
que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  obser- 
vations, nous  obligent  à  les  déterminer  avec  plus  de 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  Taimee  i836. 
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précision,  et  à  considérer  les  termes  de  leurs  valeurs 
dépendans  du  carré  du  tempss. 

En  déterminant  parle  n*  63,  livre  II,  les  différences 

secondes    des   quatre    quantités    — ,  — -,t^,  î^^ 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n"*  87 ,  on  a  trouvé 

-j^  =^  0^00000644034,     -^  z=  •+•  oVooi5335oi , 
--i^=      oVooo399ï36,       j^T  *=      o'',ooooi4735a6. 

En  joignant  ces  valeurs  à  celles  de  -^,  -~ ,  etc.,  don- 
nées n°  91,  on  a  conclu,  n**  63,  livre  II,*pour  un 
temps  quelconque  t,  les  expressions  suivantes  de  e"^ 
â)'V;?"etç": 

e"  =  e"  —    o",09o3383^  — o",oaooo3220i7^% 
o)"  =  6>"  -f-  1 1  ",  1 748 1 5/   +  o",  000076675015% 
p''  ==        0^,064960^  +  o'',ooooi99568<*, 
q"  =:  —  o",488566«  +  o",oooQ0736763<^ 

les  valeurs  de  e" ,  o" ,  dans  les  seconds  membres ,  se 
rapportant  à  l'origine  du  temps  t,  c'est-à-dire  à 
l'époque  de  1800. 

Nous  avons  donné  dans  le  n""  92  les  valeurs  finies 
de  /?"  et  j",  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent-e"  et  a>";  ces  valeurs  se  présentent  sous  la 
forme  suivante,  XB  sin  (gt  +  S)  et  2B  cos  (gt  +  €), 
et  s'appliquent  à  un  temps  quelconque,  avant  ou 
après  celui  que  l'on  a  choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a  vu  que  les  difficultés  du  calcul  qu'exige  leur 
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détermination  I  et  rincorrection  qtii  peut  exister  en- 
core dans  les  valeurs  de  quelques-unes  des  masses 
plapëtaires^  doivent  laisser  quelque  incertitude  sur  la 
précision  des  résultats  ainsi  obtenus.  C'est  pourquoi 
il  est  préférable,  pour  la  détermination  des  élémens 
de  Forbe  terrestre,  d'adopter  les  précédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s'étendre  qu^ 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'époque 
qu'on  a  choisie,  mais  qu'il  sera  facile  de  corriger 
et  de  rapporter  à  une  nouvelle  époque  à  mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes (*).  Les  changemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  cesc  derniers  temps  nous  engagent  à  reprendre 
ici  les  formules  de  la  précession  des  équinoxes  et  des 
variations  de  l'obliquité  de  l'équateur,  soit  par  rapport 
à  réclîptîque  fixe,  soit  par  rapport  à  l'écliptique  vraie, 
que  nous  avons  présentées  dans  le  n"*  34  du  livre  lY* 
Nous  avions  adopté  alors  les  valeurs  de  p*^  et  q^*  cal- 
culées par  M,  Bouvard,  mais  ces  valeurs  difiEèr^t, 
comn\e  oç  peut  le  voir,  de  celles  qui  ont  été  rapportées 
plus  haut;  et  d'ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires Tannée  1800,  il  est  nécessaire  de  rapporter 
aussi  à  cette  époque  les  variations  de  l'écliptique  et 
de  l'équateur. 

Les  valeurs  finies  de  />*'  et  9"  se  présentant,  la 
première  sous  la  forme  de  Z.Bsin  {bt  ^  €),  la 
seconde  sous  la  forme  de  Z.B  cos  {bt'^Ç)^  si  Ton 
développe,  comme  dans  le  n^  35,  livre  V,  ces  quan- 

(*)  Voir  les  notes  à  la  fin  du  volame. 
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tites  en  négligeant  les  puissances  du  temps  supé- 
rieures à  la  seconde,  et  qu'on  les  compare  ensuite 
à  celles  de/?''  et  (('  données  plus  haut,  on  trouve 

2.BftsmC=      o*488566,  3.B&cosC=      o",o6496o, 

2.Bi»sinC  =  — o",oooo399i36,        2.BA»  co«C  =  —  o*,ooooi 473526. 

Maintenant,  en  nommant  ô  Tinclinaison  de  Véquatetir 
à  récliptîque  fixe  de  1800,  fl'  Tobliquîté  de  l'écUp- 
tique  vraie,  i^  la  précession  des  équînoxes  par  rapport 
à  Técliptique  fixe,  et  Af  la  précession  relative  à  l'é- 
cliptique  vraie ,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  n*  54,  livre  IV, 

6  ==A+i£»2.B/Aco8C, 

d'  =fc  — «X.B^siirC— ^f»2.Br^H-^)^cosC,  w^j 

4'=«(/— cot A2.B5  cos 0-f.rf-r^2.B/^siflC-hicol^2.Bô»«raC^. 
Vsin  aft  a  J 

h  étant*  l'obliquité  de  réquateui;  au  commencement 
de  1800,  et  It  le  moyen  mouvement  des  équînoxes 
à  la  même  époque ,  rapporté  à  Técliptique  fixe. 

D  après  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bes- 
sely  la  précession  annuelle  rapportée  à  l'écliptique 
vraie  était,  en  1800,  égale  à  5o"3a35o;  on  aura  donc 
ainsi 

/  —  cot  A  2.Bè  cos  ^  =  5o",2255o; 

l'obliquité  de  l'écliptique  était,  à  la  même  époque, 
de  aS**  27'  54"8j  d'où  Ton  a  conclu 

h  —  25*  27'54",8,       l  =  5o",57(5i5. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2.B6  sin  g,  2.B^>  cos  ê,  S.Bi*  sin  ^,  et  S.B/^^cos  ^ 
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données  phia  hant^  les  formules  (o)  deyiennent 

e  =  25^^j' 54",8  +  <•  o",ooooo793:2i3, 

&  =25*  ^f  54'%8-t  o",488566— ^  o",ooooo5645o, 

4  =  f  5o",573i5  —  r  o^oooio45ogi, 

^/'=:  t  5o",3255o  -|-  ^  p",ooo  1097248. 

Ces  formules  dîfierent  peu  de  celles  que  nous  avons 
données  dans  le  u*  34  du  livre  IV;  mais  une  erreur 
facile  à  réparer  s'était  glissée  dans  celles-ci  :  nous  j 
Rivons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxes 
relative  à  Féclipf  ique  vraie  égale^,  en  1 760,  à  5o",S'25j:tj^ 
tandis  que  c'était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  à  l'écliptique  fixe  (*). 

Les  formules  précédentes  peuvent  s'étendre  de  mille 
à  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que  Ton  a 
choisi  pour  époque;  on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L'angle  fl'  représente  Foblîquité  moyenne  de  l'é- 
cliptique. Cette  obliquité  9  conclue  de  l'observation 
des  solstices  d'été ,  faite  à  Paris ,  dans  les  années  1812, 
181 3  et  1814^  P^i*  MM.  Arago  et  Mathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  9",4oiw>^rle  coefficient 
de  la  nutation,  était,  en  181 3,  é^ale  à 

23*  V49^^8. 

En  faisant  t=:  x2,5  dans  l'expressipn  précédente  de, 
6%  on  trouve 

Ô'  =  25^  27' 4&',6g. 

(*)  Foir  Terrata  à  la  fin  du  yoIuuiq. 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  425 

La  différence  entre  le  calcul  et  l'observation  serait  donc 
de  o'^5g.  Cette  différence  ne  serait  que  de  — cl',  1 5  en 
calculant.  0^  par  les  formules  du  n®  54  du  livre  IV^niais 
il  fautjdes  observations  plus  nombreuses^  et  faites  à 
des  intervalles  plus  considérables,  pour  pouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision  des  formules* 
L'année  sidérale  est  constante  et  égale  en  jours 
moyens  à  SGS', 2563 7441 7;  Tannée  tropique  est  égale 
à  Tannée  sidérale,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
à  décrire  l'arc  de  la  précession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi,  pour  la  longueur  de  l'année 
tropique,  \ 

565^,242219746  —  ^.0,0000000618482; 

d'où  il  suit  que  du  temps  d'Hypparque ,  c'est-à'-dire 
cent  vingt -huit  ans  avant  l'ère  chrétienne,  la  durée 
de  Tannée  tropique  était  de  io",?.8  plus  longue  qu'elle 
ne  l'était  en  1800;  l'obliquité  de  l'écliptique  était 
alors  de  16^  1 5^,77 1  plus  grande  quelle  neJTest  au- 
jourd'hui. 

Comparons  aux  formules  précédentes  l'observation 
de  Tcheou-Kong  (*)  que  nous  avons  citée  dans  le 
livre  IV,  et  qui  donne  pour  l'année  correspondante  à 
iioo  ans  avant  notre  ère  l'obliquité  de  l'écliptique 
égale  à  23*  54'  2'', 5.  Si  l'on  fait  <=—  285o  dans  l'ex- 
pression de  6',  cette  valeur  est  alors  égale  a  25°5o'44^ 
ce  qui  ne  diffère  que  de  3'  19''  de  l'observation 
chinoise. 

Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste^  a  calculé  Tex- 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  Tannée  1827,  page  237. 
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pression  de  '^'  pour  deux  époques  remarquables  : 
celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  ligne  des  ëquinoxes^  et  celle  où  le  grand  axe  de 
Torbe  solaire  était  j^erpendiculaire  à  cette  ligne.  A  la 
première  époque ,  lequînoxe  vrai  et  Téquinoxe  moyen 
coïncidaient;  dans  la  seconde^  le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à  cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  l'on  f^it 
t=s  —  5907 ,  par  l'expression  de  >[/',  on  a 

4'  =  —  81^  20' 42"; 

cette  quantité  ^rise  avec  un  signe  contraire  sera  Ja 
longitude  de  l'équinoxe  de  1800  par  rapport  à  l'é- 
quinoxe  correspondant  au  temps  t.  L'expression  pré- 
cédente de  &''  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l'orbe  terrestre>  comptée  de  l'équinoxe  fixede  1800: 

6)"  =  8i^W3i". 

La  somme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l'équinoxe 
de  l'année  4107  avant  l'ère  chrétienne,  époque  qui 
correspond  a  la  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  ti  cette  longitude  était  donc  alors  de  ii'^  La 
plupart  des  chronologistes  placent  la  création  du 
Monde  vers  l'an  4^^4  ^^^nt  l'ère  chrétienne;  l'é- 
poque où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait 
avec  l'intersection  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  a 
donc  précédé,  d'après  nos  foimiules,  d'un  siècle  en- 
viron la  création  diu  Monde. 

La  seconde  époque ,  celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes 
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et  où  par  conséquent  le  solstice  vrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen ,  est  beaucoup  plus  voisine  de 
nouSy  et  remonte  seulement  à  peu  près  à  l'an  laSo. 
En  effets  si  dans  les  formules  précédentes  on  fait 
^s= — 555,  on  trouve 

4'  =  -  7«44'o", 

û7"=  97-45'47". 
En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe^ 
on  aura  90*^1 '4?"  pour  la  longitude  du  périhélie  de 
l'orbe  solaire  comptée  de  l'équinoxe  mobile;  en 
sorte  que  Tinstant  où  cette  longitude  était  de  90"*  ré- 
pond à  peu  près ,  d'après  nos  formules ,  à  Tan- 
née 1 245  ;  mais  Tincertitude  des  élémens  employés 
dans  le  calcul,  comme  l'observe  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résultat. 
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CHAPITRE  XVI. 


Théorie  de  Mars. 

99.  Si  l'on  notdme  \'"  la  longitude  géocentrique  de 
Mars,  et  si  Ton  fait  a  =  p ,  dans  le  cas  du  maximum 
de  y"*f  on  aura 

cTa  =  (i   —  «•)  J^V". 
La  valeur  de  a  en  ne  faisant  varier  que  r"  donne, 
d  flt  = sr  9  ^^  ^^^^  donc 

si  l'on  prend  pour  r^'  et  y^"  les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ;  ce  qui  donne  r"=  i, 
/''=  i,5a369552  ,  a  =  o^6565oo3o.  En  supposant 
J^V'''  =  ±I'^onaura 

jy  =  =p  0,0000064074* 

Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rajon 
vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous  de 
0^000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s'élèveraient  pas  à  ua 
dixième  de  seconde. 
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Inégalités  de  Mars,  indépendantes  des  excentricités. 

==(»■♦-  /*')  o*,  199493  sin  {nU 


6",4647i7  sin    {n"t  —  n-'f  +  ♦''  —  ••) 


t      6",4647i7  sin    («"t  —  n^t  +  t''  —  ••)  -v 
(—  ©",169187  sia  Sin^t  —  n^t  -f-  t*  —  O  J 


a4";746'6a  sin    r/i'n—  /»•«  -f-  g«T_  .«^ 

i—i3", 767931  sin  a(/i'^«—  n*'^  -f-  •»▼—  t**)  f 

—  i",i95o3a  sin  3(/i"'f—  /i^f  -j-  •«▼—  i*»)  f 

—  o",i749a6  sin  4(/i«^f—  n^t  -h  •«▼—  i*)  ) 

i",a85367  sin    (nU  —  «•*  -h  •▼  —  «•)  1 

',0000039071 
,0000x73497  coi  (/i"« 

i—  o*',ooooo67ooi 
+  o",oooo794i70  co«  (n'^t—  n^t  -f-  §»▼— .  i**) 
^  o*,oooo6879a3  cosa(/i"£— •  n^t  -f.  §»▼ —  §•) 
—  o",ooooo7oa56  cos3(/t»'ï—  n^t  -f.  •«▼ —  ••}. 

Inégalités   dépendantes  de  la  première  puissance 
excentricités. 


-h  (I  4-^''). 

•U(f  ^  ^y^   /       i",a85367  sin  '{an  -  n't  +  iv 
-f  V    -^  ^  ;•  -^_  o",4a4390  lin  2(nn  —  n^'t  +  •» 

juw /    j.     "\  /      o",oooooaao7i  î 

-  U  -*-  i«*  ;.|_  o",ooooi73497  coi  (/i"«  -  n*«  -+..«_  .«^  / 


+  (»  +/*''). 


des 


(i 


/      i>34565 
^^'   l-o^a39746 


4-  (:  -*-/*'")• 


o'',64777a 
1  —  o",ia473a 
i^  9",378ia4 
/+  4"»75oo4i 
\—  o",6o4i75 

•  o*>7844o4 

•  o",57899a 
.  o",ïiii93 

5^57l93o 
r- 5^,443704 

[  -^23",902520 

a",63oi57 
l-f-  a",33o85i 
/— 3",6i998o 

1—  o",35768o 
I —  a",9ii3oo 
[ —  o*',ao7443 
.  i",88o7ai 
V+  ô",aoia57 


in  (an"'« 
io  (a/ï*e 
{n"t 
sin  (in^t 
in  (a/i^t 
in  {2n''t- 
in  (3/i*« 
in  {Sn^t . 
in  (4«"'«- 
in  (Sn^'t- 
in  (  n»vf 
n  (  n'^t 
in  (aw'^t 
in  (a«'^« 
in  (3/1  *^« 
in  (3«*^« 
in  (4n'^t 
in  (4n»^f 
n  (an'^t 
in  (an*** 
in  (3»"'« 
lîrt  (4n«'f 


-  /i'«  +  ai*  — 

-  n't  4-  Ht"  — 

4-  •"  -  «•) 

-  n"'f4-ai"  — 

-  /i"ï  4-  ai"'  — 

-  n"t  4-  at"»  — 

-  a«"t  4-  Si"  — 

-  2n"t  4-  a."  — 

-  3ii"«4-4t"'  — 

-  4«"«  H-  Si-'  - 

4-  f'^  —  »") 

—  n^f  4-  at 

—  n'^t  4-  2t' 

—  an*i  4.  3i' 

—  a/i'^f  4-  3t' 
— .  Sn'^t  4-  4* 

—  3/i"'«  4-  4t 

—  n'^t  4-  2i' 

—  »»^«  4-  2f' 

—  an«^«  4-  3i' 

—  3/l»'£+  4f' 


-«•) 


-0  i 


as" 

ai" 
3»" 
4«" 


-  Ol 


ai" 
ai" 

3i' 
3i' 

at'v- 

3i'v. 
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!o",  137834  sin    {fiH  4-  f^  —  •*) 
—  o",6657G5  «ia    (»▼«  4-  t^  —  »^) 
—  i",7 17676  sin  (««▼«  —  n*^«  4.  a,v  —  ^  _  «•) 
-h  o*,  126266  sin  (a/i^«  —  /i"£  -f-  ai^  —  t*  —  «') 
4-  o*',i5o3a3  sin  (a/i^j  —  n^e  4-  2<^  —  «^  —  •*). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  inégalités  suivantes  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être  sensibles ,  ea  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouve- 
mens  de  Vénus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter  : 

Jl/  =  —  (i  4-  f«0-6",57838o  sin  (3n"'/  —  nft  4-  3i*  -  /  4-  65»  aG'  iS*) 

{i",3o845a8in(3/i"'«—  «"«4-3»''—  •"4-73«»  ii'55')j 
4-  4>43"4sin(4n-'i--2n"«4-4t'^-2f'4-67«4^  o*)l 
4-  a^465976âin  (Sn'^t  — 3/ï*t 4^.'^^3f"  4-  68»  a3'  o^J 

f— o",468575sin(  ««▼£4-  «•«4-  i'^4-  •**— 53*   Yi')')\ 
—  i^46aao9tm  {in^^t-h  aft'^4-  600  7'  a")  ' 


f-o",46 
(  +  i",3i 


i633«n(  »'▼«— n»£4-t'^— •"'4'54»4i'30.j 

On  peut  réunir  la  dernière  de  ces  inégalités  à  11- 
négalité  indépendante  des  excentricités 

(i  +  At'O  24", 746162  sin (n'''e—nf"t+  t'^—e"'); 

leur  somme  donnera  l'inégalité  suivante 

(i  4-  f*'')  a5%5a748a  lia  (n'^t  —  n^t  4-  f"^—  •*  4-  a©  a4'  ii*). 

Pour  les  inégalités  correspondantes  du  rayon  vec- 
♦teur,  on  aura 

jy_.A,  .    .N   f-h  0,0000064979 C08  (47i*<— ai»'i4-  4*'—  at'—  SS*»  5i'5o«)  1 

'^  ^•1—0,0000069405  C08  (S/i**/— 3n*'«4-  5<*—  af"4-  68»  a/aS^  J 

4<i4-*««v).|     o>ooooo8ioo4  co8(aii«  4-  at  +  6o»  17' 5a")  I 

1 4-  o,ooooo4aoo7  cos  (n'n  —  n*«  4-  ,«▼—  ^  4-  590   ^  57").  I 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  Ti- 
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négalitë 

(i  4-  f**^)  0,0000794170  cos  (»»▼«  —  n^t  4"  t'^  —  t^  y 

c'est  par  cette  raison  que  nous  l'avons  conservée, 
quoiqu'elle  tombe  au-dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

(1  -4-  iw'^)  o,oooo8i653a  cos  (n«»£  —  n»f  4-  !•▼  —  i*  -#-  i©  3i'  54*^. 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n'est  affecté  que 
d'inégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  11'^ 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  Mars,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui,  s'élèvent  à  un  centiènie  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 

on  a  d'ailleurs 

en  nommant  y^^  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites de  Mars  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVlï. 


Théorie  de  Jupiten 

loo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes, 
celles  qui  sont  assujetties,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière* 

L'équation 


rit 


en  supposant  a  =  —  et  en  ne  faisant  varier  que  r"* 
dans  a,  donne 

Si  l'on  prend  pour  r''  et  r*^  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil,  et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  cTV*^  =  tfc  i",  on  aura 

jy^  =  =p  0,000126504. 

On  peut  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec* 
teur  qui  sont  au-dessous  de  q:  0,0001 5.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons^  comme  précédem** 
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ment,  celles  qui  ser;^ient  au-dessous  d'un  dixième  de 
seconde. 

Inégalités  de  Jupiter  indépendantes  des  excentricités. 

/i^'T  =  (i  +  /m";.o",iii77i  sin     {n"t  —  n^yt  -f.  ,"  —  «.y) 

79",ai3453  sih    (n^f  —  /i«v^  -|.  ,▼    ^  ,»vj 

-195",524778  sin  2(n^f  —  /nv^  ^  ^v  _  ^,vj 

-  i6",3a234i  sin  3(n»«  —  ««v^  «f-.  »v  _  jir^ 

(I  +  ^v).  /         3",753996  sia  4(71  vf  —  ff-^f  ^,  «v  _  ,,v) 

j—     '%ï5797a  sin  5(«vf  —  n^yt  -f-  «v  —  ^iv) 

F —    o'',4o98o4  sin  6(«t«  —  «iv/  ^  ,v  ,»▼) 

^—    o",i63496  sin  7(/ïv«  —  n^xt  -f.  tv  ^  givj 

(i  -*-ttv0.f         >",i4483o  sin     («^««—  n'vf  4.  ,T._  ,1V)   1 
/*    ''*[—    o'',585549  sin  a(wr— /l'vf -f,  ivi_  giv)    ^ 

Î—  0,00005936^0  j 

H-  o,ooo647465i  cos  («▼«— n«vf  ^  jv  _  ,«vj  / 
—  0,0047707579  cos  a(nTf—»«vf 4-  «v  _  ,iv)  r 
-7  0,0003890087  cos 3(n^f — «»n-h  •▼  — .  i«v),  J 

Inégalités   dépendantes   de   la  première  puissance   des 
excentricités. 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables^  on 
a  dû  avoir  égard  aux  variation^  séculaires  de  leurs 
coefficiens.  Pour  cela,  on  a  calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époques  différentes,  en  tenant  compte  de  la 
variation  des  excentricités  e*^  et  e^  durant  cet  inter- 
valle, et  Ton  en  a  déduit,  par  la  méthode  du  n"  66, 
]a  variation  du  coefficient  de  l'inégalité  pour  un  temps 
t  quelconque.  On  verra  plus  loin  qu'en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  on  a 

J^e'-  =  o",3i4o9,         J'e'  =  —  o",7365i. 

En  n'ayant  égard  qu'aux  variations  des  coefficiens 
qui  surpassent  60"  dans  l'expression  de  <:rp*^,  on  a 
Tome  HT.  28 
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8",!i4907o  sin  {nH  4-  «v  __  0,1») 
'  —  9",a59oa6  sin  {n^t  -t.  iV  —  «') 
-(i  32",596oo-hro'',oo  (j  i9332)8in(a«^^-/i  »  ^f-f  a.T-»»  y-«  •  t) 
+  54",ioi9oosiù  (w^t —   /i»^t-f-at^  —  «*'  — «') 
1  ■—  4a",6o4479  sin  (^n^t  —  a/i»^«  +  3«^  —  a««^—  a»»^) 
l-f-(8i",i4Î70o-«o,oo5i6oo8)8itt(3/i^«-2n'^«+3t'-îi'^-«^) 
1+  7",5944i5  sin  (4rt't  —  3ii'Vf+  4iV  — .  3f'^—  a»»') 
Li4",93o790  sin  (4n^«  —  3/ï '▼«-»-  4«'  —  3«'v—  »▼) 
|-4-  i",oo3985  sin  (5rt't  —  4/i«'fH-  5|V  —  4«»^--  »'▼) 
/—  îi",65729o  sin  (5n^«  —  4/i'^«+  Si^  —  4«'v—  »▼) 
J'j/«v=(H-ju^).(  4.  o",39oa43  sin  (6»^£  —  Sn^ft-h  6«^  —  5i'^—  «'') 
o",872467  sin  (ôn^i  —  5n'n-h  6|V  —  5i^^—  «') 

j—  o",3iio34  sin  (7»^^  —  On^H-h  7f^  —  6*«v—  «▼) 
|—  4",99o673  sin  (a«''t—    /»'«  •+-  af»^—    •▼  —  »«▼) 

o",544263  sin  (an'^t—    n'f  -4-  as'^—    «▼  —  a') 
[-Ma",33902o  sin  (3n'n—  ann  H-  3f'v—  a«^  —  »'▼) 
I  ^  o",336643  sin  (3«»^«—  aa'£  4-  3f'v—  ai^  —  «▼) 
4-  i",a37i54  sin  C4«*^«—  3ii^f  +  4f»^—  3«^  —  «»^) 
-  o",i65i6i  sin  (4n''«—  S/i^f  4:  4«''—  3t^  —  «') 
h  ©",341737  sin  (5/i«^f—  4/i^r  4-  5i'^—  4«^  —  »")     / 
'  o",  134677  sin  (»^'«  4-  »▼«  —  a,iT) 
j  —  o",a55578  sin  (n^^t  •+-  •▼'  —  «▼') 
4-(i4.^v«)J—  o",58iag5  sin  (a/i^'i  —  «'▼«  H-aiV—    •'▼  —  «'▼) 
|4-  o",iri548  sin  (a/i^'t  —  /l'^i  4-a«^'—    •'▼  —  •▼') 
[—  o",i39oa5  sin  (3/i^««  — a/i'^'  -f3fV»—  a»»^  —  »▼»), 

^ —  o,oooa7g5i3  cos  (an^^  —  n'^f  4-  at^—    i'^ — »'▼) 
l-f-  o,oooifîi474  cos  (a«^«  —  n'^^t  4-  as^—    §»▼ — «▼) 
l— '  o,ooo4385aS  cos  (3n^t  — an'^e  4-  3i^—  at*^ — »«▼) 
/r*^=.(i4-ft^)./+  0,000865468  cos  (3/1^*  — in'^t  4-  3i' —  af»^— «▼) 
1+  o,oooiao47i  cos  (4«^i  — 3«'vt  4.  4£v_  3^1  t — ^ivj 
F—  0,000331907  co8(4nvt  — 3/i»^t  4-  4*^—  Si** — •▼) 
i—  o,oooia88oa  cos  (3/i*v«— afi^«    -|-3f'^ —  as"'  — •'▼). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons. 

lOi .  La  plus  considérable  des  inégalités  de  cet  ordre 
est  celle  qui  résulte  de  l'action  de  Saturne  et  qui  dé- 
pend de  l'ajigle  Sn^t-^Sn^^t.  Comme  5w^-—  2»*^  est 
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une  très  petite  quaatité ,  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilîté  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes,  l'angle  ^n'^i'-^Bn't  difiere 
très  peu  de  n^^'t;  on  a  donc  fait  usage  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  n"*  54  et  à  cause 
de  la  grandeur  de  son  coefficient  on  a  eu  égard 
dans  son  expression ,  à  la  variation  des  élémens  de 
Forbite  de  Jupiter,  par  la  méthode  du  n**  29. 

On  a  trouvé,  par  le  n*  58,  cette  inégalité  en  i8oo 
égale  à 

+  i36",953io  cos  (5»^f  —  3«''«  +  5iv  —  St''') , 

et  en  2000  égale  à 

—    77",468o3  sin  (5a'«  —  3/i*'«  4- 5i'  —  3f«»), 
+  i38",i3567cos(5/i^<  — 3/i'^t-f-5t^  — 3f'')i  u 

d'où  Ton  a  conclu,  pour  un  temps  quelconque,  cette 
iné£:alité  éfifale  à 


—  (  84",938oo  -  t  o",o393498)  sin  {5nn  —^n'^t-h  5i^  —  3«'v), 
-h  (i38%i3567-<'«o",oo5^i!ï8)c^s{5»^«—  3n'H^  5iv—  3t'»), 

ou  bien,  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  méthode  dun^So, 

J'p'^=z^{i-^fty){i6i"yi4g3'j  —  t  o",oi38a6)Mn  (Sw^fc— 3n*»f4^5t^— -3i«^ 
—  58«>ii'34"--«.45",3io). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en 
longitude  dépendantes  du  carre  des  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) ,  (B) ,  (C)  et  (D) 
dû  rf  34;  on  a  trouvé  ainsi 

28.. 
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o",7^34o5  siû  {  «▼«+  n«v«-h  #▼+•«▼  -f-ôî»  4'  lo"; 

n^t—n'H  +3r— •«▼  -4-79*39' 48*) 

n^«--art«»f-f-4«''~'^«*'— 570  la'aS^) 

-4*«^-54oa5'48") 

w-43'>  17'  O 

— a««^-f-4a«4o'44*). 


So",7434o5  siû  { 
—  5^336306  sin  (a 
+ii",2i48i8  sin  (3i 
^yr    — v«-T-r  y   \ — '7"»^898gi  sin  (4^*-* — a«-t-rqf — .is-- 
j-f-  i",57557o  sin  (finn— 4/i'n4-6«^— 4««^ 
l-h  a",3G88oi  sîn  (  n^f—  n«vf4-  !▼—  #'▼■ 

Les  deux  dernières  îoëgalités  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  correspondent,  et  qui  dépendent  des 
simples  excentricités 

79*',ii9453  sin  (  n^'t  —   n'^t  4-    gv—   #«▼), 
— I95",5a4778  sin  {nn^t  —  a««n  +  at*—  «•»▼), 

donnent  celles-ci  : 

.    f      84",6a89ao  sin  (  «▼«  —   n'^t-h  t^—    •«▼  +  io8'5a*')  î 
("  -f-A*  '•  I  —  ao9*',098i9i  sin  (an'f—  an'^f  +  ai^—  af*^+ 1«  9'  S^").  J 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
passe la  limite  que  nous  leur  avons  assignée  est  la 
suivante  : 

jy«^=— (i-f-ft^)  (o,ooaoi97o5  -t  0,0000000509a) co8(5«^f—3n'^«-f.5t^—3f»» 

-58«e'5i*'  — «44''4io). 

Grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  Vaction  de  Sa» 
tume,  et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupitei'  et  de  Saturne,  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  moyens  mouvemens,  sont  au  moins  du  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons,etleur  importance  exige  qu'on  ait  égard  dans  lenr 
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détermination  aux  cinquièmes  puissances  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  Tordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices. 

On  a  d  abord  déterminé  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité de  Jupiter  dépendante  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons au  moyen  des  formules  du  n**  58.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n®  83^^  on  a  trotiyé 
par  le  n**  71  : 

^t]V|(o^  =r   —   m^T, 1620283, 

^TjVio)  _  m^5^8o7075o^ 
a'M«  =  —  m^9,6o74688, 
^T]y[(s)  J-.  771^5,2459100^ 
^tj^co)  _  77z^o,658578i, 
à"^^'^  =  —  771^0,5520740; 
De  là  ^  on  a  conclu  pour  1 800 

a^P  =  —  0,0000520640, 
a^F  =:         0,00 1 028097  T . 

Il  a  fallu  ensuite  n*  66,  déterminer  les  menées 
quantités  pour  25oo  et  pour  2800.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  de  Jupiter  et  de 
Saturne  pour  ces  deux  époques. 

Nous  avons  donné  n®  91 ,  les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  l'action  des  planètes, 
mais  il  est  encore  nécessaire  d'avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules. 
du  n*  55.  On  a  trouvé  ainsi  : 
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cTû)*^  =        f.o",33o562, 

cTe»^  =        ^.o",o48963, 

cTûD^  =        ^.5",o57it:i, 

cTe'  =  —  ^.o",o96347. 

d  ^^"^ 
En   différentiant  ces  valeurs ,  les  quantités     '       ^ 

— — -,      ,     ,    "57"'  sont  les  accroissemens  de  -^, 

-^,   ^,  -^  ,  qui  dépendent  du  carré  de  la  force 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  variations  dé^ 
terminées  n^  91  r  les  coefficiens  du  temps  ^,  dans 
les  expressions  précédentes,  on  aura  les  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires ,  on  trouve  ainsi 
pour  aSoo  ; 

^  =  o",5i4o88,        ~  ==  —  o",7565o6, 
^  =  6",685i22,        ^  =      i9%o55o44. 
Oh  a  calculé  les  mêmes  quantités  pour  :20oo  ,  et  en 

j ,  .  ^  rfe;^     dm'''     de;     dm^  .  11      j      • 

désignant  par  -^,  -^,  "^'  "^  ^^  quelles  devien- 
nent pour  cette  époque,  on  a  trouvé 

^  =  o",5.0985 ,        ^'  =  -  o",74i686, 

à»"  c,  dm;  „ 

Ed  supposant  que  t  exprime  un  nombre  dannées  jn- 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  439 

liennes^  on  a  généralement 

de^  de     ,     ^  d'^e 

dt    '^   It'^  ^d^* 

les  différences  j->  g-;,  dans  le  second  membre  étant 
relatives  à  1  époque  de  1800,  il  en  serait  de  même 
relativement  à  —,  en  faisant  donc  t  =  2000  ,  on 
aura 

-^  = — o  ,0000 1 55^7 ,     ^  =  —  0^^,000025900 , 

-^  =  4.  o",ooo47o485,     -^  =       o",ooo524485. 

Uexpression  de  e*^  pour  un  temps  quelconque  t  en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  : 

IT    .     /  f^  ^  ^    ^^"'' 

et  Ton  a  pour  cù^''  ,  e^  et  «^  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  ainsi  pour  un  temps  quelconque 
t  à  partir  de  1800, 

g  iT  _  g.T  j^  ^.o%5i4q88  —  i*. 0^000007 765, 
07/^  =  ^*^+ 1 . 6",e85 1  2:î  +  «•  •  0^000235:^42 , 
e/  =  e^  —  it.o",7565o6 —  it*.o'',ooooi295o,   , 
o)/  =  û)^  +  < .  i9",o55o44+^' •  o",OOOl622425« 

Les  valeurs  de  e'^,  a>'^,  6%  û>^  dans  le  second  mem- 
bre  étant  celles  de  1800. 

En  nommant  y  l'inclinaison ,  et  II  la  longitude  du 
nbeud  ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  de 
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Jupiter^  vu  la  petitesse  des  angles  ^  et  ^'  oa  a  à  très 

peu  près^  n"*  86,  livre  II , 

j^sinlT  =  ^'sinet'  —  ^sîna^ 
^cosn  =  ^'cosât'  —  ^cosât; 

d'où  l'on  a  conclu  pour  iSoo, 

y  =       i«i5'i2',6, 
n  =  i26«  6'i4". 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiant 

si  Ton  substitue  dans  les  seconds  membres  pour 
~-,  -jif-jlf  -Tf  leurs  valeurs  données  n*  91  ,  on 
aura  pour  1 800 

^  =  —  o",oooi94o, 
^  =  —  2A924657. 

En  calculant  par  les  formules  du  n"*  54 ,    la  partie 

des  valeurs  de  -^,  et  de  -^  ,  qui  dépend  du   carré 

de  la  force  perturbatrice,  on  trouve 

S'y  =  ^.o",ooo  178234, 
cTn  s=  —  ^•o",oo759o8o. 

Le  coefficient  du  temps  t  dans  ces  expressions  doit 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  44i 

être  ajouté  aux  valeurs  précédentes  de  ^  et  de  -^  ^ 

et  Ton  trouve  ainsi  pour  les  valeurs  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

^  =  —  o/'oooo  15766, 

^  =  —  2a",952028. 

On  a  calculé  de  la  même  manière  les  parties  des 

valeurs  ^^  'j.^^  àe  -j  .  dépendantes  du  carré  de  la 

force  perturbatrice  et  relatives  à  l'époque  de  2000, 
on  a  trouvé 

jy  =  /.o%ooo245o56, 
cTn  =  —  ^.  0^00098376, 

en  ajoutant  les  coefficiens  du  temps  dans  ces  exprès* 
sions  aux  valeurs  de  9"  ^^  ^^  "^    calculées  pour  la  ^ 

même  époque ,  on  trouve  pour  les  valeurs  de  ces 
quantités  relatives  à  2000 , 

%  =  —  o'>oi65!i9, 

^'=  —  25^333521  ; 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque  t, 

n'  =  n ^.22^932028 —  <••O^OOI50247  , 

>y  =  >  —  t .  o^'^oooo  1 5766  —  ^ .  0^000008 1 645 . 
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Les  valeurs  de  >  et  n  dans  le  second  membre  se 

rapportent  à  1800. 

Au  moyen  de  ces  expressions ,  on  a  calcule  les 
valeurs  de  e*',  e^,  a>*%  coT ^  5^  et  n,  pour  les  époques 
de  aSoo  et  de  2800,  et  à  l'aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  aSoo , 

a^P^  =  0,000134928^ 
a'^P'^ss  0,001005597, 

et  pour  2800, 

a^P,^  =  o,ooo5 1 2547 , 
àJ'Y^^—  0,000941940. 

De  là ,  on  a  conclu  par  le  u""  66 , 


di 


=  —  o,oooooo585557 , 


a^-^  =        0,0000000126455, 

à^  -j^  =         0,000000000057492, 

rf"P' 
a^-j-j  =        0,000000000147028. 

Si  Ton  suppose,  n»  66, 


P.=  P   ~ 
F.=  P'  + 


(5/1^—271»^)  djt  (5/1^— 271")*  dt^  ' 

2£fP  '  ZéP^ 


bn  aura  donc,  d'après  les  valeurs  précédentes. 
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a^P,  =  —  0,000046307, 
a7Y\  =         0,00 1 1 44278  9 

(C  -^'=  —  0,0000004^4589, 

€^    -^'=  0,0000000251575, 

cC   — j-'=         0,000000000057492, 

«^    -3^'='  0,000000000147028. 

La  partie  de  i\^^^  qui  est  divisée  par  (5/î^ —  ^'ï^O**  ^ 
pour  expression 


6in«^/i«^*« 


($/»▼ — ^an 


£a  réduisa&t  cette  fonction  en  nombres,  on  aura 

^  «  ▼=(iai3",oi5555^f  .o",oa4549— t*  rO*',oooo7793o)  sinpi»»*— an*^«+5f^-af '▼) 
+  (49*',o887io— ï.o*',45oo95+«*.oVoooi987a)co8(5/iv«— an»vt+5i^-ai'^)» 

Pour  calculer  la  partie  de  la  valeur  de  J'^i^  qui  a 
pour  diviseur  5/z^— 2/1*^,  il  faut  déterminer  les  diflfé- 

rences  ^"^  j-p^ ,  a^"'  t-^  ,    qui  entrent  dans  la  for- 
mule (I),  n*  58;  on  trouve 

^   "3^  =f»\  12,14696,    /!'•  ^^  s=m^26,4639o,. 

^    "S^ï^  =m-. 50,22714,    à'^-^^  =  w\4,i3i73  , 

^   'dâ^  =m\65,75870,    ^^•■5-;^  =  w^6,75963  ; 
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d'où  Ton  a  conclu 

<i^*  -j^  =  m^.o,oo2333i5, 

a^*  -j-Tv  =  w^.o,oo63o36i. 

La  partie  dont  il  s'agit  a  pour  expression 

.^vn-v  I     a-^^sin^(5.V-..-.+5.^-:..-) 

En  la  réduisant  en  nombres,  on  trouve  cette  fonction, 
en  1800,  égale  à 

~  1 6'^553864  sin  {5nH  —  aw*'^ + 5e  —  26*') 
+   6",o5299 1  cos  (Sn't  ~  271'' t  +  Se""  —  2€»'). 

On  a  trouvé  de  la  n;iême  manière  pour  âooo^ 

à'^  ^-^  :=  m"".  0,00235825, 

a'*^^  =55  m^. 0,006 12385; 

la  fonction  précédente  à  la  même,  époque  sera  donc 
égale  à 

—  15^887450  sin  {5n't  —  2n''t  +  56^  —  2€*^) 
.  +   6",  1 1 7461  cos  {5n't  —  27î'V  +  56^—  26'"); 

d'où  l'on  a  conclu ,  pour  un  temps  quelconque  t  à 
partir  de  1800, 

.     H- (  6V53991  -f- 1. o",ooo3a24)  cofl(5/iv«  —  an'^c  +  5f^  —  at'^. 
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La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore 
parmi  les  termes  qui  ont  Biï' —  2n^^  pour  diviseur,  le 
suivant  : 

—  ie'^Asin  (5/1^  — :272^^^  +  56^—  26'^  — û)'^+ cP). 

Ce  terme  est  celui  qui  résulte  de  la  variation  dépen- 
dante de  Tangle  Sri't — ^n^^'t  de  la  longitude  de  l'épo- 
que dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  ;  on  peut 
aisément  le  réduire  en  nombres.  En  effet ^  l'inégalité 
de  cfi^*^  dépendante  de  l'angle  Siï't —  ^n^^t  est  à  très 
peu  près,  n'*  58 ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui 
ont  Sn"  —  272*''  pour  diviseur ,  égale  à 

aA  sin  (5/ïV  —  'in'H  +  Se'  —  Sé^^  +  ^)  ; 

on  aura  donc,  no  loi, 

h  =  8o%57468,     /  =  —  58^1 1'34''. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  e'^  et  de  «", 
rapportées  n**  88,  on  a  trouvé  pour  la  valeur  de 
l'inégalité  précédente,  en  i8oo, 

H-o',685î4o8b(5»^«-a»*^«+5i^— îii«v)-i'',8i5295cos(5/i^«-a»«^«+5iV-at"). 

En  calculant  la  même  inégalité  pour  2000,  on  a 
trouvé 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  t  quelconque  «  à 
partir  de  1800,  r 

A"»  =  (o'',d85a4o  —  t.  o",ooo4c.5î))  «in  {5rft  —  a/i«^t  4. 5f^  —  a»'») 
—  (i*,8i5a95  +  t,o",oooo63g)  co»  (5/i^t  —  an«n  -f-  5i^  —  a»»^). 

Considérons  maintenant  la  partie  de  la  grande 


; 
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inégalité  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  pour  la  déterminer 
il  a  fallu  calculer,  d'après  les  formules  du  n*^  4^  9  '^^ 
valeurs  des  quantités  M^°^,  M^*^,  etc.,  pour  les  deux 
époques  de  1800  et  de  2000.  On  a  trouvé  : 


Pour  1800, 
«▼M(o)  =        o,oooooo933o38, 
^▼M<0  =  —  0,00000667^740, 
it^M<*)  =        0,00001^50996, 
«▼MO  =  —  0,00001939799, 
«^M0>  =        0,00000785010, 
avM<9  =;        o,ooooQi36oo8, 

tf^N(o)  =  —  0,00000007^5976, 
«▼N<»)  =  —  0,0000001983338, 
a'NO)  =  —  0,000000070316, 
«▼NO  =       o,oooooo35853o, 
avN(0  =        o,ooooooooo5i449j 
av]N(*>  =:        0,00000000155491, 


Pour  3000, 
fl»M<«)  =  0,00000094741» 
a'MC*)  =:  —  0,000006673710, 
«▼MW  SS3  0,00001725161  y 
a^M<3)  =  —  0,00001921456, 
fl^MtO  =  o,ooooo75o368, 
a^MCO  =^        Oyûoooot  309349 

a''N<°)  =  —  0,000000073747, 
a^NCO  =  —  o,ooooooo55655, 
a^NC*)  =  —  0,0000000779a, 
«▼NO)  =        o,oooooo35853o, 
rt^N<0  =        0,00000000060877, 
«▼TV(*>  =:        o,ooooooooi565oo. 


En  vertu  de  ces  valeurs,  on  a  trouvé  n«  ^2,  poui* 
1800 , 

à'Q  =  0,0000074957, 

a^Q'=  0,0000091388, 

et  pour  les  mêmes  quantités  en  2000 , 

a^Q  =  0,0000081539, 
a^Q'  =  0,0000087666; 

de  là  on  a  conclu 

a^  ^  =  O|»oooooooo53oo7, 
a^  -^  =ï  —  o^oooooc>QOi866o5^ 
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et  par  suite  9 

{Sn^-'^^t  =  0,00000092565, 

(5/1--^»^)^/  ==  —  o,oooooo5233ia 

L'expression  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter,  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coeffi- 
ciens,  est,  d'après  les  n**  4'  et  4^ , 

en  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  en  vertu  de 
l'inégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

«Ti^'^ïs  —  (lo^.eegoo  —  «.©•,ooi978i5)  sm^(5nu  —  a/i'»«  -f.  5i^  —  ai»») 
-f-  (  8'',4986i  + 1 . o'',oo349898)  cos  (Sn^t  —  an '▼r  +  5f^  —  ai'') . 

Enfin,  j'ai  déterminé  la  partie  sensible  de  la  grande 
inégalité  de  Jupiter,  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice ,  par  les  formules  des  n*'*  Sy  et  suivans. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre ,  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante  * 

o^oa4886ain(5n^f--an«v«45i^— ai»^)H-o%o<rt66co»(5«n— an«v«+Çi^-.ai«^). 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente.  Considérons  donc 
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uniquement  son  premier  terme;  on  a^  ^''47 y 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  J^i^'^ ,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  difierens  termes  de  qhacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  «TR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumens 
des  termes  que  l'on  a  considérés ,  soit  égale  à 
5n7t — 2//'V,  et  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a  trouvé,  de  cette  manière^  les 
résultats  suivans. 

'Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
SqVj —  2n'^t  et  zéro  : 

— 1  ",9 1 8a6sin (5/in— 2n  »  ▼« +5r— a I *  v^ •4-o",4 1 900  cos ;5/i^/-a»  «  ▼«-f-5i v-2|i  Tj . 

On  a  calculé  ensuite,  relativement  à  Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertui^ 
batrice,  qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n"*  57,  la  précédente  exceptée,  et  Ton  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  Tinégalité  de  Jn- 
piter,  au  moyen  de  Téquation  de  condition 

D'après  les  valeure  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  aura 

m'V^^  0,4065780 ,  m'^  ~  m^  =  0,000664097  ; 
l'équation  précédente  devient  ainsi. 
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^C*^ 4- 0,406578 /^♦  +  o,ooo26g874t'  =  o^    (a) 

^  désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  moyen 
mouyemept  de  Saturne ,  relative  à  Targument  de  la 
grande  inégalité,  et  dépendante  dé  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice;  cette  quantité  estk 
très  peu  près  égale  à  la  partie  corresposidaiite  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  I9  tfiéorîe  de  Saturne, 
qu'on  a  ainsi  .  *,    \ 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  cT^^  la  partie 
relative  à  la  combinaison  des  argumens  Sri^t  —  2n*^t 
et  zéro,  on  trouve  même  théorie , 

—  34",  1541  a  cos  (SnH  —  a»'^«  -f  5f^  —  ai'^). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (à) ,  on 
en  conclura  pour  Tinégalîté  qui  en  résulte  dans  J^^'^  : 

a*,587449  »in(5«^«^aii  «^<'4-5i^-'af«  ▼)+ 1 3',9aoi  04  co»(5»^«-an  »  ▼«-f-St^-ai  '  »). 

En  réunissant  cette  partie  de  J^^'^  à  celles  que  nous 
ayons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète, 

/{«▼  =  0^,69408  sin  (5nU  —  a/i*v|  -|-  $•▼  —  at»  ») 
-4-^4^34'76cos(5«^*— î»»'^'-*- 5r —  !•<▼)  j 

j\iî  trôiiyé  par  le  calcul,  direct 

'    /f  «T  =  3",73539  «in  {5nn  —  a/i'^i  -f-  St''  —  ai«v) 
-Hr4*,7aooa  cos  (5«^r—  a/i'n  -^  5i^  —1  ai'^), 

valeur- qui  dîflire  peu  de  la  précédente. 

Il  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
l'expression  de  la  longitude  de  l'époque  des  inéga- 
lités du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépen«- 
ToMç  m.  2g 
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dantes  de  même  de  rargument  de  la  grande  in^lUé. 
En  réduisant  en  nombres  les  formules  du  n**  64  # 
on  a  trouvé 

Cette  ihégalîté  doit  être  ajoutée  à  la  précédente  dans 
l'expression  de  la  longitude  Traie  de  Jupiter.  On  aura 
donc  ainsi  pour  la  valeur  totale  de  Tînégalité^  qvLt  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou* 
vement  en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité *(]ui  dépend  du  carré  de  la  forcé  perturbatrice^ 

Si  l'on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer, 
on  aura'  pour  sa  valeur  entière 

•  -.  \\     (iii54">77525-«o*',oao749 — «•o",oooo7793o)nn(5ii^£-an«v«-f-5i^-ai«v)   l 
^'■*^^'t-»-  ^7(^,il6543-to^4ÎSoIîl4-^•t/^ortôot987l)cô<5>ïn-te«vr+5^^  j 

En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul>  par  la  méthode  du  û*  66,  on  aura  la  snivahtë, 

(i  4-f*^)  ( I  i87'',a4735  —  t  o",94844957  4-  «•  o^oooooaaéoèa) 
xsin  {5nH  —  an«n  -h  5i^  —  ai»v  -f-  ^•4o' V—  1 76%a7^od  ^t«ti*',oôVaft»>. 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
ou  l'a  vu  m  29,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter» 
Le  carré  delà  force  perturbatrice  introduit  encoi^ 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité  X  qui  a  pour  expression 
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Ohh  poui^rait  tédoise  cette  fimction  eci  Qonibras  «u 
moyen  des  valeurs  de  a'P  et  a^P',  qui  ont  (àié  détw- 
minées  précédemment;  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  qui  en  rendra  le  calcul  plus  facile.  En 
effets  soit 

l'expression  de  l'inégalité  précédente  i  réduifae  en  un 
seul  terme,  en  comparani;  ces  deux  valeurs ,  on  aura 

H*  cos  2A  as*  F*  — .  f*,    H»  8în  2  A  :±î»  — •  ±f9't 

dW  IW  tire, 

H=  V/P*4-F%     et     tangA  =  — p. 

Or ,  la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a  pour  dÎTip- 
^eur  (Sn^'—an^^y,  et  qui  ne  dépend*  qu^  de  la 
premiène  puissance  de  la  force  perturbatrice ,  peut 
prendre  œtte  forme 

Si  donc  on  fiommé  K  le  coefficient  (le  h  gnnde  iné- 
galité et  5»^^  — îin'^*-^5#'  — »6*^4"A  «on  argu- 
ment, comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
'^Sri^  —  i»«^)*f  forment  ïa  partie  principale  de  la 
grande  illégalité,  on  auta  à  très  peu  près  pour 
l'expression  de  Tinégulité  dépendante  du  double  de 
l'argument  de  la  grande  m^aHté, 

_K.  (5m'T|/?;+^nfvV/^^^  ^^^^^  ^^  Pargnment  de  la  grand* 

29.. 
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cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  l'inégalke 

suivante , 

^  1 2",2 ïÔ54sini(572V— 27i*^^+5i^— ae*'+  5*4o'59") , 

l'expression  de  cTi^"  contient  encore  FinégaUté, 

4-  I  e"A  sin  ^nH  ~  1^ti>H  +  5è^  —  4€»^  +  a''  +.  J^) . 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
rékcentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  l'angle 
5/i^f  —  anf  dans  le  terme  |  ô^sin  \^nt  -4-216  —  icù)  de 
réquation  du  centre^  n""  56;  en  la  réduisant  en 
nombres,  d'après  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
celle-ci, 

4-  9%70i6iosin  (Sw'^— 472»^^4-5e^— 4€**— 47'5'57'). 

*1?î(ftis* nous  sommes  contentés,  dans  le  n°  56,  de 
considérer  les  variations  des  deux  premiers  termes 
dé  l'équation  du  centre,  et  nous  avons  supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por- 
ter plus  loin  Tapproxiniation ,  considérons  daos  l'ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  Jupiter,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne,  le  terme 

H-  il  «'♦«  sin  (Sh'^/ i-l-'3s"—  5»*^). 

Ea  :augmentant  rexcentrieîté  e'^  et  la  loojgituda  û>'^ 
du,  périhélie  de  leurs  variations  cTe'^  et,  cn»*%.  il  en 
résultera  la  fonction  suivante, 

4  I  —  e"JVo"sin5(n"/  +  «"  — o'').J      ^  ' 

Si  l'on  ne  e<Hisidère  dans  ^e'*  et  ^»'*,  que  la  partie 
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de  leura  valeurs  qai  dépend  de  Faogle  5ri't'—2n}''t, 
on  aura,  n®  S6, 

e'V^"=— îKsin(5/i'^-r-2/2'^H-5fc'— :x^'— ûï'^+A), 

en  désignant^  comme  on  Ta  fait  précédemment^  par' 
Ksin  {SnH  —  5n''t  +  Se*  —  5é*'  +  A)  Finégalité' 
du  mouvement  de  Jupiter^  qui  dépend  de  Fangle- 
5/iV  — S/i'^/.  La  fonction  (b)  devient  donc  ainsi  ^ 

-^e"^*  Ksin  (5nH  —  5n'H  +  5é^  -^  56'^  +  aa*'  +  A)  ; 
ou  bien^  en  substituant  pour  K  et  A  leurs  valeurs, 

—  ^  ««V  i6i'',i4937  un  (Gnn  —  5n*H  -f-  5f^  —  5f«v  +  !!»«▼—  58»  n'34*). 

Cette. fonction  réduite  en  nombres  donne 

4-  o",60744sin  (5n'V— S/i'^+Sé'^— 5ê^+  55*56'32''); 

en  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante  j, 

+  (i  +^^j  i",i5797a  siu  {5n'^t  SnH  +  Sê'^—S^^ 

que  nous  avons  trpuvée  précédemment ,  et  qui  est 
indépendante  des  excentricités ,  on  à  celle-ci  : 

+  (i  +  ft^)  i*,e878â6  im  (5n«n  —  5nn  +  5t«^—  5fT-h  la»  n'  39-"}. 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore,  n"*  53, 
l'inégalité  suivante  y 

Eu  réduisant  en  nombres  cette  fonction  au  moyen 
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des  yalenrs  précédentes  de  H^  K,  A  et  B;  on  trouve 

y',78o78ism(i07i^«— 57i*V-Hio€^— 56«*— ;54"5o'35'0. 

Le  carré  de  la,  force  perturbatrice  peut  encore  in- 
troduire dans  Fexpression  de  la  longitude  de  Jupiter 
et  de  Saturoci  qijtelqucs  autres  inégalités  ({ui  p^nvenit 
dayi^nir  3ensibles  en  vertu  de  la  commensurabilit^ 
approchée  de  Jçurs  moyens  mouvemensj  ces  înéga-r 
litâ  sont  en  général  très  petites,  mais  comme  les^ 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
d'antres  inégalités  déjà  calculées,  elles  pourront  s*a^ 
jouter  k  celles-ci  sans  complicjuer  les  formules*  On 
les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante* 

Nous  avons  vu,  n*  85,  livre  II,  que  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 
dan»  re?E:pressio]|  de  «Tp'^^  les  illégalités  suivantes, 

4- e'^  G  sin  (/H- n'^^ -I- g«^  — .  fi?»') , 
+  e^H  sin  (/+/i»V-f.€'^  —  û)^), 

où  l'on  fait,  pour  abréger,  i(n7t — 72"'/-f-€^— g'^)  5s=y. 
Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  cT^^**  les  iné- 
galités suivantes. 

Si  dans  les  variations  des  e:itcentricités  et  des  péribé- 
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lies  de  Jjipiter  et  4e  Satijrne ,  <îp  p'a  égard  (Ç[u'aux 
termes  d(^pen4ans  ^e  IVrgumenlt  de  la  grande  inéga- 
lité #  qtd  en  fprmeqt  la  piincîp^le  parti^e,  on  a^ra , 
»•  36, 

^c'^  =  —A  cos(5nH  —  ^n^H  +  5e  —  ae'^  +  Ç)  ^ 

e"'cr»'^  =  —  Asin  (5/îV  —  m'H  +  5^^  ~  2€*'  +  ff). 

Les  deux  premières  inégalités  (A)  donpi^nf  aiofii  la 
suivante, 

Nous^Yons  yU|  q"*  38  ^  que  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  Sn^t  —  Zn^H  avait  pour  expression . . . 
:x A  sin  (SnH  -—  Zn'H  +  Se^—  5g'^+  û)'^+C j  ;  en  la  re- 
présentant donc  par  Ksîn(5wV — Sn^^infr^e^'rrSg'^+A). 
rinégalité  précédente  deviendra 

Oi»  dçmfiptrâv^t  de  mâai^Q  que  £Â  l'^n  4és}^<3  par 
K'  sin  (4nV  —  a/i'V  ^-  4§'—  2g''  -f-  A') ,  l'inégalité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  fangle 
li^t^n^nf^t^  le  troisiçme  ^t  le  qt(^tfiènie  tçfme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l'expression  de  cTi''^, 
l'inégalité  suivante , 

5-?tîn(5/i^  —  an'n  H-  5t^—  af'^— /-*»»n  —  i't^  A').       (B) 

Ç^a  posé  y  coDfiidéfions  les  principales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  {dus  oonâ- 
dérables  parmi  celles  qui  dépendent  4es  simples 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes, 
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— i3a",596oosin(a7iV—  n"<-|-2«'r—  »"—&)")  ] 

+  54",ioi90sm(2re'«—  «"«-j-ai'—  «"— o'),  i  (  \ 

—  42",6o448sin(5re'<— an"V+3i'~2«"— a»")  f  ^''^ 

+  8i",i4470sin(5»'fr—2n"'H-3«'— 2t"— a').  ) 

Si  l'on  donne  à  la  première  de  ces  inégalités,  cette 
forme 


et  qu'on  la  comjpare  ensuite  à  celle-ci 

+  c"  G  sin  (/+  n"«  -f-  «'  —  »") , 
on  aura 

G=  -i^^;    yian'^  -:.a«^'/+  al'-af•^ 

L'inégalité  de  JV'^  dépendante  de  l'angle  5nH — Sn^t, 
e§t  égale  à 

— i6î';i4937sin(5n^^-T-5/z'^^+56^— 5f'^~58*fi'34'0, 
pe  qui  dopqe  . 

K  =  —  161",  14957,     Àœ  — 58-ii'54%- 
on  aura  donc  dans  /i'*^  l'inégalité, 

De  même,  si  Ton  met  la  troisième  des  inégalités  (o), 
sous  la  forme , 
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en .  U  ootnbilsaat  avec  i'io^Utë 

— i6i",i49578inC5nV— 37»"<+5«'— 5«"— 58*n'34''), 
on  anra.lasniVante  - 


ne* 


On  verra,  dans^a  théorie  de.  Saturne,;  iqne  le  .mou^ 
Tement  de  cette  planète  est  assujetti  à  l'inégalité,  \ .  - 

--652'f,5866osîn(27ï^^^-4n^«H-2f*^-4i^-+^59^54'4^ 

Nous  avons  représenté  par,  — K'sîp  (27^*^^—  4^*7  Hh 
2gi»-—  4g»  —  A/j  cette  inégalité,  ce  qui  donne  / 

ït'=^65a^5866o,    A'=:  — 59*54Y- 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  l'excen- 
tricité de  Saturne  peut  prendre  cette  Ibrme, 

^Iil^l^Z  e^sin  [mH^n'H  +  2«'  —  »«'  —  cù")  , 
ce  qui  donne 

rinégalite  (B) ,  devient  ainsi , 

_  54^>^o^9o  .65a',5866o  tm  (««n  —3i»t«  ^f  i'T  —  3iT  +599  34' 4*),   . 

Eufia,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  s'écrire 


ainsi 


f 


?î^^ii|425  e^  sin  (5/^^^  —  2n'H  +  3g^  —  aj^^  —  a>'); 
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et   combinée  avec   l'in/^;Blité  (m),   die 

cellertfi , 

Sidiipslef  fo]ictîoii^pF«ç^44E|iit9  op  s^b^tit1le  pour 
e"  et  e'  leurs  valeurs  relatives  à  1800,  on  verra 
qu'il  en  rési|lt^  dan*  J^i^'^  lés  quatr^  inégalités  soi^ 
vantes  y 

H-  o^37638sîn  {nnH  +  ^e^  —  58«i  i'54'O  ^ 

+  i",^9957sln  \^nH  — ti*  V'-f-  Sê^—  «••— 59*54'if), 

4-  a",286o7SÎn  {finH  +  as^  —  59^54'4"). 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes,  que  nous  avons 

trwyéqs  préçe4erom*Pt  ^t  qwi  dép^ept  4w  carT# 
des  exœntfioît^s , 

donnent  celles-ci, 

/.a.  «t^  i     9^49947  ^i«  (3«n  -  ««n  4.  s.i'  -  f«»  4-  69*  45^  i*}  » 
0-hA*  ;  )-5",44l9io«mranTfH.a«THL.43o5fir9r).  / 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  de  Jupiter.  On  a  ¥n  n*  36,  q^e  ks  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutagl^nt  à 
son  expression  la  quantité 

5n-— an'^  \j^  ff  COS  (5nV—  a;i«V+ 5«^  —  3f »^  ) 
—  «A  COS  {SnH  — -  2/1*  V  +  56*^ — ae  —  (»»▼  v^  J^) 
+  ei COS (5/z^<—  4w*V ■+•  5g'—  4e**+  o*'' 4-  J*).  . 
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Qetté'Fondfon  induite  «i  nombres  demie  les  deux 
inégalités  «oivantes, 

.        ,        .  f— «,000091707  cot (Sun— !i««v«-f-5t»-»-«i»»—r9*ta'4y>  > 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude, 
loi  «Far  les  formules  du  mgS  du  livre  II,  on  trouve 


j:»«^==(i4-^^) 


en  désignait  par  n^*  la  longitude  du  noeud  ascen- 
dant de  Torbite  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter. 

Il  résulte  du  n""  4d  /  <jne  les  termes  dépendans  des 
produits  de  trois  dimensioi^  des  ei^centrieités  et  dei 
inclinaison^  ajoutant  à  J'^Kpre^^a  d#  k  l4tîl;*4ç  ^ 
Jupiter  la  quantité 

M'^/i'y     f       c*>lN'<0  sin  (5/in ^  3/i»n  4-  St^ ^  3i»» — n  —  »▼)     î 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  trouve 
J^j-^Œi  ï^598645sin(5n>»^-5/i»f4-5i*»-5«^*f-5o^^4^9. 

Le»  équations  {f)  du  n**  54  9  en  substituant  pour  <f^ 
et  S'qf  leurs  valeurs  donnent  les  deux  suivantes, 

cr(p'^sina'"+(p'"cosa'^J^a'^= J^X^l—^y^U, 

iftp'^cosa'^— (p'^sîna^^cTa'^s: ^1^^"         j>^ 

les  quantités  /Il  et  cTt^  étant  déterpainées  par  le 
même  numéro.  L^angle  ot^^  dans  c^  équations  est 
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compté  de  l'iatersection  commune  des  deux  orbites;- 
il  faut  doDC  en  retrancher  Tangle  n  pou?  que  cet- 
aiigle  soit  compté  de  l'origine  ordjinaire  des  longi- 
tudes,    n  étant  la  longitude   de  Hutersection    de 
l'orbite  de  m^  sur  l'orbite  de  m".  Les  deux  équations 
précédentes  donneront  ajusi  y 

/^■▼= —  . 1=.  t^ co8(n— ««▼)—  y  /n  sin  (H—  ««▼)], 

^»Tiftt«t±= mM/a^       ^  [iry«n(n—««vJ+^/rfcoi(n  — «»▼)]. 

Si  l'on  substitue  pour  ^y  et  yi'ïl  leurs  valeurs,  n""  54^ 
en  n'ayant  égard  qu'a9x  variations  séculaires,  les  çoef- 
ficiens.du  temps,  t  danis  ces  expressions. seront  les. 
paities  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ajoute 

aux  valeurs  de. -^1  ^*  "^^  ^^  réduisant  les.  forr 
mules  en  nombres,  <m  trouve  la  première  égale  à 

—  o",oooo7a576, 
et  la  seconde  égale  à 

^  o",opQ8iiâ9.. 

En  ajoi:^tant  ces  quantitéç^  la  première  aux  valeurs  de 
-^  et  -^—  ,  la  seconde  aux  valeurs  de  -^  et  -^ 
du  n^  91 X  on  aura 

^'  =  —  o",0742o6, 
^'I  =  ~  o'^2io876, 
^'=        6",f78457, 
.      ^'  =  -i3'',64o67i. 
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±ssttt:ï«s^ssi±±ïBa$ 


CilAPITRE  XYIII. 


Théorie  de  Satum%. 

ion.  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter,  ce  sont  les  plus  considéra- 
bles dii^s^^tème  planétaire.  L'é,quation  du  maximum, 

que  tioiis  arotis  trouvée^  n*  loo,  pour  Jùpîtèr/<ie6- 
vient  relativement  à  Saturne , 

.    -  -  -      '        '    ■  (     .     -  • 

Si  ron, prend  pour  r!'  et  r^  les  moyennes  destances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil^'  et  qu'on  suppose 
çrV^==fci",  onauri  '       ^ 

J^r^ŒB  =p  OyO0o436igi«     •       * 

.•■•..•••  '.  *  -  » 

Où  pourra  n^liget  par  conséquent  les  inégalités  du 
i*ayon  vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous 
de  o>ooo44*  ^<>^  négligerons  lès^  iùégaiités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en.  latitude  qui  sjpraient  au- 
dessous*  d'une  seconde* 
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'SUfymit  AHAifSQIB 


Inégalités  de  Saturne^  indépendanlfis  des  excentricités. 

(  3",i95964  «n  (««>«  —  nn  4-  #«▼  —  •▼) 
k^3i',887i5i  «n  aC»'^*  —  n^t  4-  f^  —  t^) 
1-*.  6'\6499ao  iin  3(ji«n  -^  &»n  4-  t'^  —  f^) 
/i»T=(i4'>*^).\—  t*,99o3o5  «in  4(/»«^«  —  n^«  +  «'^  —  O 
j-  o»,7o5754  sin  5(rt«^t  —  »^t  H-  «'^  —  •^) 
f—  o",a74i7i  8in  6(ii«vt—  »▼«  -#-  t'^  —  •'') 
V—  o*,i  17744  «iû  7(««^«  —  »^«  -#-  •"  —  •'') 

!io*,o6^73  sin    («▼««  — / 
— I#^^f  f i6  Sin  a(rt^»t  — 
—  i",553485  «in  3(/»^« 
—  o*,34a838  »in  ^{pJH 


-#-(i-#-/*^ 


'»t    —    «-•*    -7-   ■-'    —    •-/  y 
Ytt   ^i%U   4.    •▼«    —    §▼)  1 

Vît  ^  nn  -#-  i^«  —  i^)  ( 
▼««  —  n^t  -4-  •▼«  —  i^)  I 
▼«^  ^  »▼*  4-  i^*  —  *^),      ) 


r      ^iot)3g$6593o 

^r^=.(iH-^'^).{H-  o^o8a557O0O 

l-f-  ô;ôoi4*n300* 


coà  a(ii*^f  —  «^f  -f  i"^ 


.«^   -   4^)       } 
jlt   —   |Y)      j 


f—  0,0000149803  l 

+  (ï+iu^«).^^  te,o«t4a995iii  co»  a(»ïi  —  ii^H^  •▼  —  f^')-   i 

tft^aliiés  dépendantes  de  la  jjremihre  puissance  d^  ^xcen^ 
■      ^  tricitési 

^—11^637937  iitt  (  n#«4  -#-  •"  —  •^) 

I  —  a*',o8747o  sin  {vixn  ^    «▼«  H-  ai«^  —    •▼  —  •▼) 
l-#-  a",7iiï4a  »ÎD  {an*^<  —    »▼«  +  *•«▼  —    •▼  —  #^')J 
[-^  ô^W8t83  «n  '0n^t  ---  ^/t*é  4»  31*''  ^  fc»^  —  *»^  1 

^^«1038*  «2^  (î»«n  —  ^»sr  -f-  ^t-'T  ^  pi«^  —  i»« 
[— (i84",i4a338— «o*,oio2357)sin(an^t-«'«^«4'«^-*'^?*')î 
|4<4a3%oi788o4-«oVi4o5d3)sïh(!m*l^«^'^3i^-i^-««'jl 
y-f34",7o4748  «in  (3»»*  —  an'^t  -f-  3«^  —  ai»^  —  •▼) 
^ptsb(i4.  /*'*)•( -^^'^459  àUt  (îW^i  •*-  ••>▼*  '+'  3i^  —  a«»^  ^  »«^)i 
1+  V,85aoi5  «in  (4n^t  —  3n«^£  4-  4«*  —  3««t  —  •▼) 
.  a'UyiittiB  «ite  (4An  — 3i»«U  4*  4i|T  ^  3,.»  w.  «Eijl 
,  4",4ia4il  «in  (5/i^«  —  4»*7'  +  ^f^  —  4i'^  —  m^)  1 
^  xj'/7t35i9  sb'^/r'^-^  ih*^t  ^  5V  —  <<*^  •*•  W-«)| 
[4-  Q'^^ii8a4  "in  .tft»»*  "t*  &»-'t;4-)#  --  5f»»  --  li») 
I  —  0^,369176  «in  <6ii^£  —  5it^V.  r*-  6i^  —,  5i«^  —  •«')] 

H:.-J',aïéeîï7  «iti  (7)1^  -  éft^  4*  yA  -  -et»*  -  •>)  j 

i—  0^,108875  «in  (7»n  --4ir^.««^7<"*^fi*" '***^)/ 
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/      i%s4i«78  da  (  nJH  •+•  •▼'  -^  **) 

•   /  "^  t^bg^ipS  siii  (  !!«▼*  —  §▼«  —  •▼«) 

l^-iS^^ltragS  tin  <3nv><  ^  ota^c  4.  S^t*  w-  3fT  _  «▼} 

-|-(i4-j»tt)  /-f^jfcTSoo  Bîn  <3ft*«<  — .  wtn  -^  3iT«  v-  ai*  —  •^«)^ 
\ -+-  o'',6o8o43  sin  (4/iv«f  — «Sii^t  -|-  4i*»  —  3i»  —  •▼) 
!-**•  o*|9gd774  •*»  (4»"*  — *  3'»^«  -4-  4t^'  —  3f»  *-  rf'»): 
f  —  0*^,103958  sin  (Sn^H  —  4»^t  4.  5i^«  —  4i^  —  m^')\ 
f  ^  b*  ^3i{^  ^în  (mn    —    «t«/-|- an^    —    ftk^  jj^) 
I -H  i*«6è^P77.«w  (3fi^i    —  tmv'4-f-  îé^   **  at^^^tt^) 
W  o*,i57oai  Ma  linn    —  3rav>t4>4iv    —  3i^«—  •▼). 

tnègaïitès  dépendahies   dès  carrés  .des   excentricités   et  des 
intUfiàisànè  dès  àrkhês. 

En  ytâMu  An  t*a|it>oft  ^î  BiiSfè  (èûite  lè'fi  Inojfetts 

âifi^i«è  )^ite  dé  -^n  ;  il  faut  dMc,  ^*  54^  <^Msidéi^ 
rinégalitë  dépendante  de  l'angle  2n''''t^4ri'L  Vàt  1& 
formule  (A)  du  n^  cité^  on  a  trouvé  pour  1800  cette 
inégalité  ^gate  k 

-  eawv»Wo*H!i«*>«:*«  ^i^  »«^  ***  <i^-h  5(>*  34*  4*)5 
et  pour  aooo  la  «nème  inégalité  détient  > 

*.  aff;95944  iîii^i»»^  —  4*'i  '^  »«*'  ^  4«T  44  56* ,  ,^8ÏÔ  ; 
d'où  Ton  a  conclu  pour  un  temps  quelconque, 

iP^bs  w<,4.n.Y)  (66a''|5a6Qo— t  0>38i68i)ivi(aA'"t->^4ii^l4-«i>T^4tr 

-l-59*34r4V^'^5<Ôr 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  60  SMttrËKe  îAé» 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  iiK^Hnai*- 
sôns,  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n""  S4 . 
on  a  trouvé  ainsi 
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— ^  a">9744i  sîft  (5*^««— 3»«»«^-5f^—  3f«?— Sg»  la'  33*  ) 
/     .  f       a«,o9io48ia(3»v»«— 8?in  ^8#T»—3é^— 66»  55' !i9')î 

$7ï»-*/i»^  ctânt-une  fort  petite  quantité;  cette  cir- 
constance rend  très  sensible  ripégalité  dépendante 
^e  r«ngle  5n^i-^/i^^^.  Cette  inégalité  a  été  calculée 
par  les  formules  (A)  du  n*' 54;  comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d'exactitude 
être  ajoutée  au  moyeJa  mouyeix^€ipt,de  Saturne. 

Si  l'on  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
jf^trrrjt'H'  €*  de  3?îT<— ;5w*^*  ay^c  le^  inégalités 
i^çlaûv^saux  mênwç  «lumens  ifldé|>wd^nt€s  des 
.^li^étttWiU^s:  et  des  iadi^ai?oils,.sQIl.  %ura  pour  leur 

;^'--^'(,'4.^*T)b9'»,39700«nr»«n-  nn-f-  i"— '•♦^^^*,4S'*î»6*) 
—  (i  +  ft^O   a*,o$94tS»m  (3rt^'t  —  3nn -4.3r'  ^ ^iH-^^^tfi^*' 

on  a  ^etisuite ,  rdativement  au  Tayoïif^treclettr , 

+  59<»a8'9"-«63",a4)     f 

—  p,Qoi  1^571  co»(3«TI  — ii*H+3fT  --•'▼— '90»  laf  3a'')  T 

—  o,ooo569ai3cos(  n^n^nn  -4-  •»▼--•▼  4-83«^3a").  J 

En  réunissant  là  dernière  de  c6s  inégalités  h  celle 
^cpà  ëfet  relative  au  même  argument  et  qui  est  indé-* 
p*e»dâtîle  des^xcentricités  et  des  inclinaisons ,  on 
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brahde  inégalité  de  Saturne,  dépendante  du  cube  et  des 
cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ainsi  que  du  carré  de  îa  force  perùirbatrice. 

La  partie  principale  de  là  grande  inégalité  de  Sa- 
tnme,  est  celle  qui  a  pour  diviseur  la  quantité 
(S/i^  —  3/i")' ,  et  qui  est  dh  troisième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  /  et  du 
premier  relativement  à  la  force  perturbatrice.  Cette, 
partie  de  là  grande  inégalité  de  SattKrtie  èsi  iiée  à  )a 
partie  correspondante  de  la  gi^i^ûdé'jlnëgàlité  dé  iàpi- 

ter  par  Téquatiou  de  condition,  "  )  ^ 

» 

m^S/a^ 
En  ne  considérant  donc  que  cette  partie  de  la  valeur 
de  j^i^'^  et  en  la  multipliant  par  —  ^y  ^>  ^^  ^^^^ 
relativement  à  Saturtie  ; 

— (  i«o%79567— t  i*,io75773+«^o*,oooo489o)co»(5nn--an«T«-+.5i^-^îii»^). 

L'expression  de  la  grande  inégalité  dé  Saturne  >  se 
tompose  de  plusieurs  autres  parties.  Elle  renferme 
d'abord  la  fonction  suivante, 
.  jp/ 


•  5„T _ ,«.T  J_^^, g^  ^^^  ^5^^^  -.a««-t+ 


5iv  —  ai  «▼)     ) 
5tV  —  ai'^).    1 


pour  réduire  cette  fonctioti  en   nombres,    il  faut 
d'abord  calculer  les  Quantités  «""  -5^7  **  '^^^^^•^ 
tôMB  ni.  5d   ' 
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oa  a  p^iir  cela  l'équation  générale 

d'où  l'on  pQut  conclure  les  valeurs  de$  diffarencés 
a"  -jT"  f  ^*"TT    f    ®*^*  9    celles    des    différences 

^•^  -^-r  •  a^^  -r-^  f  etc. ,  étant  connues.  La  valeur  de 

N^°^  doit  être  prise  pour  celle  de  N^*^,  et  récîproque- 
mfsaX  dans  le  n*"  loo.  Del'ëquatîon  précédente  |  on 
déduit  d'ailleurs  les  deux  suivantes, 

dà'   '         Ai»^  ' 

au  moyen  de  ces  formules^  on  a  trouvé  pour  1800^ 
^  j^y  =  —  o,ooi  220^53, 

a-^;  =  -o,oo4465564, 

<A  pour  ranpée  2000, 

(^^•^j  =  —  o,ooi5iqÇo34, 

'*'*  dS7  =  -*  0,004564999. 

D'après  ces  valeurs,  la  fonction  précédente  était  en 
1800  ég^le  à 

4. 4g?*,59p49  sin  (5»V  —  an"<  +  5«'  —  2«") 
—  1 5"^496 1 5  coB  (5/iV  —  an'*<  4-  Si' — a«'*)^ 
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et  ^li  Aooo  égale  à 

H-  48*,a78ai  sin  (5n'<  —  an'V  +  5r  —  ai") 
—  i4",49567  cos  (5/»'<  —  an"*  4-  V  —  a»")  j     , 

d'o^  l'on  a  conda,  pour  un  temps  quelconque  /^  la 
Valeur  de  cette  même  fonction  égale  à 

(49",59o49-<o'<,oo556i4>in(5n'<-2n"H-5<'-â«") 
-(  1 5",496i  3-H<o",oo49977)cos(5raV-2n«"4.5»'-a«"). 

L'expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  mm- 
tifeût  encore  le  terme 

—  i  é'h'  sin  (Sn^'t  -^  a/i'V  -4-  Se"  —  a«"-|-  a'  +  J") , 

en  désignant  par  nh'ûn  {/çï't — 2w'V+4^^ —  ^^''  +^)f 
Titiégillîtë  de  ti^P'/  dépendante  de  l'angle  4rt'«*— !2n*'if  j 
d'après  cela ,  en  réduisant  en  nombres  la  fonction 
précédente  y  on  trouve  qu'en  1800  elle  était  égale  à 

7",66975  sin  (5»'^  —  m'H  4-  5f^  ^  at*0 . 
-4- 4%68oi  I  ces  (5n'r -t- a»*^àî -4^  5fc* -- ie*^); 

et  en  aôoo  elle  deviendra 

7*,i4o86  sin  {StiH  —  m'H  ■+•  5«^  —  a«'0 

d'où  l'on  toiséxxlf  pour  un  temps  qcœloOnque  tf  Vî^ 
n^alifé, 

(7^66975-  ^  o'>oa6444)sin  (5/i*i-2/i'^<-h5«^-26'0 , 
+(4^68oiï+to^oo2287i)cog(5n^^-2/t'*/4-5r-2€'^. 

La  partie  de  }*  grande  i«^j»iyié  de  Satome  dépmi>^ 

3o,. 
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dante  des  cinquièines  puissances  et  des  produit»  de 
cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  (Correspondante  de  la 
grande  inégalité  de  Jupiter,  en  multipliant  celle-ci 

par  ■^fà-r.^r':  _  ;  on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  a 

4-  (a6»,a5388  —  t  o",oo486776)  sin  (Sun  —  W^t  -+-  5ff  —  «i*^), 
—  tào^9i3o7  rh  t  o*,ô<586ioi6}  co«  (5»n  —  ^n'H  -+-  5*^  —  »•«»). 

Quant  à  la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne ,  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  la  déterniinera  par  les  formules  du  n"*  Sy. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre,  on  a 

le  dernier  terme  dé  cette  formule  donne  Tiiiégalîté 
suivante^ 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédetite  ;  considérons  donc 
uniquement  son  premier  terme;  on  a^  n"*  47^ 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  eTt^^,  il  faut 
combitier  entre  eux  les  diiférens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  «TR,  de 
manière,  que  U  somme  ou  la  différence  des  argumens 
des  termes  que  Tph  a  considérés,  soit  égale  à 
5/2^^— 3/i'%  et  que  là  somme  des  ex^sansdes  excen- 
trteités  mt  des  iiicliiiaisottâ^dws  si^Uvxmés  ne  dépasse 
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pas  trois.  Où  a  troiivé  de  cette  manière  les  résultats 
saivans. 

InégaUti  résuUanic  de  la  double  combinaison  des  argumens 
BnU^^^m^^i  ei  oi 

l3^(»3344fliD(5nn--M>▼H'5•▼•--a•>▼)+o^8l669co•(5ll▼c•--M<T<-|-5fV-9t■0• 

InégatiU  résultante  de  la  double  combi^utison  des  argumens 
^U-^an^^i  ei  nU, 

•--o^8g694iin(5nv<---3nrvf4-5tv— 9«*v>->i',3773oç<M(5nvtran«vt-|-6t^-9f'v)* 

Inégalité  résultamfe  de  la  double  combinaison  des  argumens 
3nU—2n^U  ei  an»/. 

Inégalité     résultante    de   la    combinaison    des    argumens 
^nU-^^n^^tet  inU, 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
ZnU  r-  H"'.*  et  aii^l — »*'i ^ 

i*,8570»iin(5ii^i;T-W^I-f^^— ai»*)— I*,  18481  oot(5iivc— 9it«v|-|-5«T— ot'v). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
ZnH  —  n'^i  et  ^n^i  —  n^H , 

3%4(S6o7im(5»n--ann«4^iT— ai«^)— 4ft*,3696oco<5»yt— »n?v«-|-5|t-2,iT). 

Cette  ioégalité  a  été  calculée  ep  rédptsant  «en  qomr 
l)res  les  fopmules  d^  p^  60  çt  61  •  Op  sait  <}pe  Laplace 
s'était  conteqté  de  détermipe;:  cette  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice; mais  outre  qu'une  erreur  de  signes  rendait 
£3tntif  le  resultatauquel  il  était  parvenu  »  bu  yoit  qu'il 
avaità  tort  négligé  plusiçoirsinégalîtésdu  mêtn0  ordre 
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que  celles  dont  il  avait  tenu  compte  y  et  qui  ^ioti^ewt 
concourir  à  former  la  partie  de  la  grande  imég^Uté 
que  nous  considérons  en  ce  moment. 

inégalité  résultante  d^^lm  fûim^inM^ot^  par  voie  de  soustrac^ 
tion  des  argumens  ^n^t  —  ^n}^t  et^rCt'^  a«*'/> 

-^i6%o6895«n(5/i^/— an«^£H-5f^— ai«»)-fi",959i4cot(5/i'i-9n»^i-f^i^.ai«'). 

Inégalité  résultante  4^  la  cçm^inaison  semblable  des:  argu- 
mens  6n''t^^n^''tet  n't — n'^t. 

Inégalité  résultante  <iç  ia  CQinlfinaison  semblable  des  argu-, 
mens  'jri^t  —  Sn^^t  et  2h^t  —  3n*^/, 

— o*,548o88in(5/i^£— an'v«+5f^-3f '^H-i^jagôoS  co8(5/i^f— 2ii«n-|-5f'-at«T) . 

En  réunissant  les .dixinégalités  précédentes,  on  trou* 
yer^aque le^r  somme  çst  ég^le  à       .  . 

Cette  inégalité  fte^a|)!portè  atMUoy en  mouvement 
de  Saturne;  en  réduisant  en  nopiltres  les  formules 
du  n®  63,  on  trouve  pour  l'inégalité  correspondante 
de  la  longitude  de  Tépoque, 

— ^',8a4778ip^5/i^«— a/1  »  yt-hSi^'-if'^)'- 1  ''^  oa6';pco8(5«vf-a/i  '  ▼«H-5f^-af'  ') . 

En  réunissant. cette  inégalité  à  la  précédente ,  on  aura 
lai  Valejdr  entière  dé' la  partie  qùéîé  carte  dé  la  Ibrcê 
pértjirtatrîèé  ajouté  àlâgi-andé  înégaKté^de  Saturtrè; 
on  tt^ouve  ainsi  que  cette  partie  est  égale  â' 

'-••■;  '    ■'  '/i'uVt  ::.    •>       .     f     •     •  •    • 

Ert  rasseknUsAt'Wraiiitétiânt  lès  dirierfadî  parties  de  la 
gronde  inégalité  dié  Saturne^  oîi:aDiià,|>oilr'aii  yabur 
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totale, 


!(i9oo*,79o5o-fo'',o473557—«"o*^o  191 76)8111' 
+  (i84''|657o4-ti',og6a565+t*o'>ooo489o)cot 


Èu  réduisant  les  deux  termes  de  cetti^  inégalité  en  ui| 
seul  y  par  la  méthode  du  n"*  3o ,  ou  aura 

^   ^1+  t.o-,ooooo5.97«  i       Ut.  o^^uQi'  .        i 

Cette  grande  inégalité,  ainsi  que  celle  de  Jupiter 
qui  lui  correspond,  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction,  soit  k  cause  de  l'incertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter,  soit  en  vertu 
d^  qudques^nnes  ^s  inégalités;  dépendunt^  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  ces  corrections  doivent  ^êlre  nécessai- 
rement très  légères;  l'inégalité  précédente,  comme 
nous  l!avons  dit  n*'  65,  doit  s'ajotfter  au  moyen 
mouvement  de  Saturne. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  Texpresèiôn  de  la  longitude  vraie  le  terme 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul ,  on  peut ,  comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire  prendre  la  forme, 

—--  ^ 1 L-         ^  .      sin  (  double  de   rargament  de  la  grande 

»  m«vV/?^  inégalité), 

,      c         .  . 

H'sin(a/»'»*  —^rfi  4: 3«'*  —  5é'—  B')  étant  la  grande 
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ioégalit^  de  Saturoe,  Eo  rëdoisaot  cette  fonftule  en 

BombreS;^  ell^  donne  l'inégalité  suivante , 

+a9^76I56sin3(5n^<--2/ï'^<+5€^--.26*^+5^58*52^^ 

Parmi  les  inégalités  dfi  second  ordre,  l'expresçion  dç 
la  longitude  de  Saturnç,  contieqt  encore  Ita  suivante^ 

On  a  9  par  ee  qni  précède, 

K^  ==^652^,58660 ,     A^  «=  —  59«54«4"; 

ei^  réduisant  en  nombres  Tinégallté  pfécé^enl.e,  elle 
devient 

S^yeSyasin  (gnH  —  4n'H  +  9k»  —  46^'  ~$5^55'5a^. 

Jj'expression  de  la  longitudç  de  Slaturne  contient  e^- 
ppre  l'inégalité, 

|e«*'  sin  (5n^t  —  ^n'^'t  +  5é»  —  ai*^  -f-  &>'  4-  J^*), 

2//sin(47i^i— 3/i*^^4-4«^— 2g'^+/0;  étant  l'inégalité 
du  n^ouven^ent  en  Ipngitude  de  Sa^rnç  dépendaçt^ 
de  l'angje  4^^/  —  2n*H.  Cette  inégalité  ,^  réduite  eï% 
nombres,    était  en  180Q  égale  à 


45",8o584  sin  (3nr^— aw'^^  +  5f  ^—  a€'^-f- 39^54' i6'9  ^ 
et  en  2000  elle  sera  égale  à 

44",7649^  sin  (ZnH  —  2/1' V+ 5i^^2e?T4r  5 1  •52'52'^); 
4'où  l'on  conclura  pour  un  temps  quelconque , 
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Si  duis  l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Saturne 
en  fioinction  de  la  longitude  moyenne,  on  considère 
l<e  imw 
^  }|e^»sin(5/i^«  +  5f*  — 5»'), 

et  qo'on  j  augmente  rexcentricité  et  là  lan^itude 
du  pénhâie  He  leurs  variations^  on  aura  la  fbnctio^ 

il  .rj        cre^sin5(;i-^  +  i^-«-)     )   . 

Si  l'on  ne  considère  dans  de"  et  J^o»*  que  la  partie 
dépendante  de  l'angle  5nH  —  an^'^t ,  on  aura  n*  36  ', 

afj'o}'^  ==— K'sin(5n^^-an'»^+5ta^^— <^^+A'), 

en  désignant  par  ^— K'sin(aii'^^ — ^4n^<+ai*^— 4  ' — ^^p 
Finégalitédu  mouvement  dç  Satuipne,  dépendante  de 
l'angle  aw"^  — 4n^/. 

En  substitu^pt  pour  K'  et  A'  leurs  valeurs,  on  çn 
conclura  que  là  fonction  (o)  devient 

—  î|c^«  65îi*,58e6  tin  {inri  —  a/in  4-  ati^  —  at»—  a»7  -f  §9* 34'  4")- 
o 

Cette  quantité ,  réduite  en  nombres,  est  égale  k 

—  4",2092  sin  (a/i'^f— 2wV+3t'^— ::^f^—  1  i8»4a'56")  j 
ç4  la  réuiiiss^iit  à  l'inégalité 
^(i+|it»»)5i^887i5isin2(/i^^^  — n^^+f'^— f'), 

qu^  nous  avonç  trouvée  précédemment^  et  qui  dé- 
pend des  simples  excentricités,  on  aura  la  suivante, 

^  (i  -♦•  /f «'^)  3o',ogs435  tui  (yi'^i  —  v»'<  •+•  W"  —  ar  -r  ^  a'49*>' 
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.  Coostdëroh&  les  inégalités  du  seccbd  ordre  ^  rasul*' 
tantes  ds  la  variation  des  exeentricites  et  Ats  pénhé^ 
lies  dans  les  termes  de  lexpression  de  la  longitude 
vraie,  qui  ilëpendeilt  d^  là  premièi^  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen-^ 
sîbles  que  les  inégalités  correspondantes  de  Jupiter* 
X^éxpression  de  J'if^  contient  les  deux  inégalités  sni-r 

-He'^H'  sin  (/+  nVH-  f  ~  «'^),  ^  .  , 

0n  supposant  /  «i:  i(»y^  *^  n"t 4- 1^  •*»*  i'^).  Si  Yoû 
augmente  djans  ces  deu^  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  yariatiotis  JV%  S'cû^,  J^e'%  J\»'^, 
on  démontrera  bomme  dans  le  n*»  ibo,  qu'il  en  re- 
stilteri  les.  î|»égalit^«umnt)es, 


+  ^^sin(5re"<--27»"<H-5f  *— 3J"— /— /^'^-e"+  A), 

en  représentant  par  K' sin  i4^^t — an^H  +4^^ — »3g*'-+'A') 

l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 

Yaug\^i^H^2n':t,eiTpaèS^n{5nl^^ 

l'inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  de 

l'angle  5ri't  —  3n'''t/ 

L'expression  de  J'v^  vekj^^fme  les  qna^  itiég&lttés 
suivan];esj^  dépendan^t^e^  d^  ^impies  excentricité^  : 

^  i84", i42558sin  (jznH  —  n'H  +  ag^— g"»  —  a^), 
%î-  4:2S'o Ï7880  sîn  (271^^  J^ ri'H  —  2g*  —  g^^  —  a>'^), 
•>4-    34*7o4748  sin  {ZhH  —  2n'H  -f  5g^  —  ae'^  —  a^% 

—  .1 7^9e6457  sîn  {^nH  ~  2»*  V  -f-  5g^  —  2«t^«— 1-  a"), 
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rinégalité  du  mouvement  de  Saturne  en  longitude^ 

pQmbinpe  avec  la  jifep^ère  .et  )a^  troisième  4es  wégt^ 
jiH/^^réo^ii^Uf,  dpi^inera^lie^  deux  soiva^tei^i  / 

4.  'g4%'4^3y  ^^^égg^  ^^  (^^^^  _  ^^^  ^  ^..^  _  3.,  4. 5g,3^f  '^^ 

l'inégalité  de jïupîter,         .  ,    .        ,       '         . 

combinée .  ayec  )a  $e(;o^dç .  et  la  quat^èniiç,  d^  >  çe^ 
mêmes  inégalités^  produira  celle-ci, 

En  substituant  pour  è'^  et  é^  leurs  vâleurs'relatives 
à  1800,  les  inëgftlîtw  précédentes  donneront  dans 
Teipressibn  de  J^p^  les  quatre  suivantes, 


—  5",i8779sin  (5nV  — w'^^H-5g^— €'^— 59^? 

^  y'43 1  # t  sin  (5nV  — n'?t4-5^~f'^~5&*'  i  J  '  34''). 

+  0^97773  si»  (3/îT«  +  2îf  —  59^54'4') , 

+  oVi4&a4«n(va?»^^+v.^î.Ttr...£^?.ii'340         *^ 

en  réunissant  les  dçu:^  premières  îaégalité^  à  Ja  sui- 
vante,   .        '•     t    .    '  •   »- 

r-  55%5 1470  sîtt  (5/1^  —  tz'V^  Sf -^g'T  ^84«7'57'0 , 

1.       "       "    •;:'        ."^  !\       .*.  .7.".    \'>    '^'■>-      ' 

fjuî  dépiend .  du  carré  des  ekeeatriçitéè,   on   aura 
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celle-d^ 

— 48",893o4  «in  (3nV—  n'^f  +  Sr—  €'^+  ^ST^SS^. 

D  nous  reste  à  considérer  les  înëgalités  du  rajon 
vecteut  de  Saltimé.  On  a  Vn^  n"*  58,  que  son 
expnessioo  renferme  les  termes  suivans^ 

lom'V   f       a!Vwï(5n^t-^an'H  +  5i'  —  at "")  I 
—  é'V  cos.(5/iV  ~  an"^^  +  5s^—  2«'^ — «'  +  «J^, 

Cette  foiiction,  rédoite  en  nombres,  doii^ne 

_.  >   f    0,000946673  coi(5«Ti—aiifn.J-5i^—af!T-ip3!»«  3^11")  1 

^^""**  ''^*  I -fa,ooo83o938cf|i(3jBr£— ajt«T|+3i^t-ai»?+  39»4</iO. J 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  aux  soi^ 
vaptes  qui  dépendent  des  simples  excentricités, 

/V  u.  ..f T^  /   ♦•**^'  '^'  ^^  t^*'*  "^  ^'yr  rf-  3f» — »•»▼  —  «^  1 
ou  aura 

'irr'i^{\  ^f*^  OjOOoiSSa^ocoiXSnn  —  ait«n  +  34»—  ai»^^:-»  38p57sD. 
JnégaUtéê  du  mouvemerU  de  Saturne  en  Laitmde. 

io3.  Par  les  formules  du  n^  95,  livre  II,  on  a 

i^og^  «n  («•''^  +  «^^  —  U') 

m) 


!• ,  i%8ogPS6  fin  (n*n  +  if ▼  —  m) 
—  a',9533o5  sio  {pai^n  —    nn    4.  »•«▼—    #▼  — 
-f-  3*,  182793  sin  (an^X    r-    n«v<  +  ai»  —    §«▼— 
—  or^Sa^ôS  «tu  (3ii^   —  ait'ti  *♦-  3i'  —  im>^— 
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tl^  étant  la  longitude  du  nœud  de  Torblte  de  Jupiter 
et  n^*  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  d'Ui^nus 
âur  Torbite  de  Saturne. 

Les  formules  du  n*  ^o,  réduites  en  nombres 
donnent  rincgalité. 

En  appliquant  à  Saturne  ce  que  nons  ayons  dit  n"*  101  > 
relativement  k  Jupiter,  on  verra  que  îes^ termes  dé- 
pendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice^  ajoutent  à 

la  valeur  de  ^  la  quantité  > 

{ et  à  la  valeur  de  ^  la  quantité  » 


a«v 


«•▼|/?^-4- w^l/«^ 


iTy  et  y^  étant  déterminés  par  les  formules  du 
h''  54*  La  première  des  fonctions  précédentes^  réduite 
en  nombres  I  est  égale  à 

o'^oooiâ54; 

elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  -^  et  de  -^^ 

du  n?  Qi.  La  seconde  (bUctioU^  en  la  réduisant  en 
nombres ,  donne 

^      *-*-  0,001896, 

quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  -j-  et 
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dfi  -^jàà  nàénienimiérof  OD  anf»  airM 

^  B*  -t.  0^ioodi84, 
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CHAPITRE  XIX. 


Théorie  dùranusi 
lo4«  L'équation  maximum 

donnée  n*  loo,  devient,  relativement  à  Uranus^ 

Sn  prenant  donc  pour  r^'  et  f^  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  d'Uranus  au  Scdeil^  et  en  supposant 
^s^"^^  =;dc  i",  on  aura 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
tf m*  au-dessous  de  d=  0,00177.  Nous  i^égligerons 
d^aâleurs^  comme  d'ordinaire,  les  inégalités  du  tiiou- 
vtement  m  longitude  et  en  latitude  àu-déssous  d'un 
dixième  de  seconde. 

Ih^t^ftéê  dVmnm  intendantes  des  excentricités. 


vt«-(i4-/*'^: 


^(i+#*'). 


A  f     5a",95946o  sin    («'▼«—  »▼'«  -f-  •■^—  •▼«)       1 


i^o*',44îi766  sin    (»▼«  —  n'«l  +  é»  —  fTi) 
—  o",8a4654  sin 


4(«'«  ^  «▼■f  4.  t^  ***  »^),     J 
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{0,0064366073  t 

+  a,oo495>5845  cot  {«-n  -  tf"t  +  !*▼  -  è^O  J 

.  »    f      0,0033614468  I 

+  {i  +  M^)-|4.o,oo338&4354co»  (nv<    -  «^*«  +  «^    -•")•/ 

Ihégalitéè  dépendantes  de  la  première  puissance  des 
excentricités* 


!^  i%«46655  tin  (  n*n  +  •«▼  —  «^O 

+  i%3789Î6  «n  (3ii«^<  —  n^n  +  3f«^—  *'«• 

-  3%675ii4  lin  (3i»'««  —  »«n  *f-  at^'—  •"• 

—  o*,3a53oo  tin  {vCH  —  »«▼£  +  3f^«—  •«'- 

^  i*,338883  sin  (  n^t  +  •▼  —  e»^») 

I  —  o''i309839  iin  (in^t  —    /!▼««  -H  at^  —    •^■—  «^O 
l-f.  o*,839473  sin  (Wt  —    n^»«  +  a«^  —    t^*—  •^) 
l--43*,o57639  sio  (3/i^«r—    n^t    +  3i^'—    %^  —  «^0 
^  (i+  f«^)./ -Hi43*',iog66o— to'',oo7o448)8in(an^««-ii^ïH-3r«-«^-a»^) 
\-f.  a%373656  «m  (3rt^«t  —  mn  +  3f^«  —  3f^—  •▼«) 
1—  I^5690I4  iin  (3/i^«t  —  ann  4-  3r'  —  3f^—  m^) 
l-f-  o',4o9333  sin  (4ii^'«  —  3/i^4  +  4«'*  —  ^r—  •▼') 
f  —  o",369300  sia  (4n^«*  —  ^hH  +  4«^'  —  3i^—  m^) 
\4.  o*,i30767  «in  (&i^«t  —  4i»^«  -f  5é^«  —  4»''-^  *''')» 
/fT*— (i4./u^)  o,oo6i835858cof(aii^««  — »nH«ai^'  —fV-^è^), 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  dès  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

i— (ia6*^75iào6-ï.  t  oVi45ao)  sin  (3j»^»i  — ii^«  +3«^"—  •»  ) 
-.88«i9'e»-ti7*,3o5f 
4.  i*,63§oo3Un(1>t-e^»^i4-4«'*-^^<'-38*34'53*)  f 
-f.  8Vi6o3oonii(/in  —  n^n  -f-  «'— •^■4-a8»«jr39*).) 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  Tiné- 
galité  relative  au  même  argument  et. indépendante 
des  excentricités;  leur  somme  donne  la  suivante  : 

(iH-a')M^i5oii0sin(»V^n^*^+tW'H-2i«xiY)- 
tour  les  inégalités  du  rayon  veciteur  on  a 

$ry^  s-  i-  (,  4. ^T)  0,000733563  «os (3n»«*f  ^  nn  -^  3i'-  —  t^  -h  75*  o'  40' 
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inégalités  dépendante^  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

/pTf  =  —  (i-f./KT)  o",99ooo  siii  {SrVH  —  aw^l  -f.  5«ti  —  a»T-f.  68*  a3'  3i"). 

Inégalités  du  mouvement  dtVranus  en  latitude. 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  d'Uranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricités  et  qui  né  dépendeht  que  de 
la  première  puissance  des  inclinaisons.  Elles  ont  été 
déterminées  par  les  formules  du  n^  gS  du  livre  II  : 

/«▼«  =  (i  +  fi'^)        o*,66ao46  sin  (  n«»t  -+-  •»▼  —  n«') 

-ri    -T-/*  '•  (-|-a*',794ia9  sin  (a/i^'r  —  n^f -f-  afV«  —  ir^n»),  / 

en  désignant  par  11'^  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  Torbite  de  Jupiter,  et  par  n""  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  d'Uranus. 


Tome  III.  3i 
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il 

CHAPITRE  XX. 


Équations  de  condition  qui  existent  entre  Içs  iné" 
^alités  planétaires  et  qui  peuvent  sçr^ir  à  vérifier 
leurs  vç^Uurs. 


io5.  Nous  ayons  eu  plusieurs  fois  l'occasion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à  longue  période  de  deux 
planètes  m  et  m!  soumises  à  leur  action  réciproque , 
étaient  liées  par  la  même  équation  d^  condition  que 
les  variations  séculaires,  c'est-à-dire  qn^elles  étaient 
à  très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  ni\/a 
à  m!  y/ a'  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  Texpression  de 
la  longitude  vraie.  C'est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d'autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  ,  la 
période  de  l'inégalité  devient  plus  longue,  que  nous 
avons  déduit  ri négalité  de  Vénus,  résultant  de  Fac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  l'angle  i  Zri't — Qn't 
de  l'inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a  pour 
diviseur  {Sn^  —  2n^^y,  et  qui  dépend  de  la  première 
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pni^saocç  de  la  force  perturhatrice  de  la  partie  cor- 
respondante de^  Jupiter.  On  pourrait  se  servir  de  cette 
même  relation  pour  vérifier  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes ,  que  nous  avons  considérées  dans 
les  chapitres  précédens ,  et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément ;  mais  comme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées avec  soin  ,  et  qu'elles  ont  déjà  subi  plusieurs 
vérifications ,  il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
sauce  des  excentricités  et  des  inclinaisons  méritent 
u|ie  attention  particulière,  à  cause  do  leur  grandeur 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  inégalités  peuvent  de* 
venir  considérables  dans  deux  cas  ;  i*.  si  la  quantité 
i(n!  —  7i)  +  w  est  très  petite  par  rapport  h  ai  ou  n'  j 
a^.  si  cette  quantité  diffère  peu  d'être  égale  à  — n  ; 
parce  qu'alors  /(«' -^  ») -f*  2/1  étaat  une  très  petite 
quantité,  les  termes  affectés  de  ce  diviseur  acquiè»^ 
rent  une  valeur  sensible. 

Or,  dans  le  premier  cas»  lïhégalité  dépendante  de 
l'argument  i  (n!t — 7î<)+/ï^  croit  avec  une  grande  len- 
teur, et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  corres- 
pondantes de  m  et  de  m' sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à  toutes  les  inégalités  de  ce  genre , 
c'est^'à^dire  que  le  cœ^cient  de  l'iiiiégalité  de  m^  se 
déduira  du  coefficient  de  l'inégalité  de  m-çn  multi*- 


m  V/û 


pliant  celui-ci  par  —     ^     _..  En  effet,  dans  ce  cas, 

m  y  a 

il  est  évident  que  les  termes  les  plus  considérables 

de  l'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 

troublé,  proviendront  4e  la  variation   du  moyen 

mouvement,  à  caus^  dn  diviseur  [£(ai*— w)-|-/i]^ 

Si.. 
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que  rîntégration  leur  fait  acquérir;  considérons  dans 

le  développement  de  la  fonction  R  les  termes  de  la 

forme 

m  W^ecos  [i(n't—nt + e' — é)  4-  nt + g — û)] 

-f-  WlW*VcOs[l(/l'^— n^  +  fe'  —  €)  +  /l^  +  €  — û)']- 

L'expression  de  la  fonction  R'  relative  à  l'action  de  m 
sur  m'  renfermera  les  termes 

/nM^*^ecos  [i[n't  —  n«  -|-  §'  —  1)  -f.  »^  -f.  e  —  a»} 
+  m'M^'^e'  cos[;(n'^  _  71^  4.  f  ^  —  i)  +  ;,/  4.  g  -_  is/]. 

Si  l'on  suppose  donc  i(n' —  n)  +  n  une  très  petite 
quantité,  en  n ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  aura 
à  très  peu  près 

mfd^  +  m'fd'K'  =  o. 

Et ,  par  conséquent ,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
au  n"*  /p  f  en  ne  considérant  dans  ^i^  et  J's/  que  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'argument  i(w'^ — nty\^nt^ 
on  aura  entre  elles ,  à  très  peu  près ,  l'équation  de 
condition 

m  \/â J'i^^-  m'  \/a'^v*  =  o. 

Prenons  pour  exemple  l'inégalité  de  Vénus  résul- 
tant dé  l'action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l'ar- 
gument Zri't —  27i7. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n*^  96 , 

—  1  '',426900  sin  {^ri't  —  'm't  +  3é"  —  2^'  —  gù'). 
En  multipliant  par  —  "^-^  ==—  1,042705  sou 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  46S 

coeiBàent,  on  a  pour  l'inégalité  correspondante  de 
la  Terre 

+  ï",48785  sin  {Zn't  —  vit  -(-  5*"—  2»'  —  »'). 

Le  calcul  direct  a  donné 

-4-  i^iSiio sin  (5w''^  —  2»'/-f-5f"— at'— V)j 

r^ultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

106.  Supposons  maintenant  que  i{jt! —  ri)-\-:m  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  à  /t  ou  à  tz'.  Q  est 
aisé  de  voir,  n®  84^  livre  11^  qu'alors  la  partie  des  iné- 
galités de  m  et  de  rri  dépendantes  de  l'argument 
i(p!t — nC)^nt^  qui  a  pouf  diviseur  i(w'*— /i)-f-2«, 
et  qui ,  par  conséquent ,  est  la  plus  considérable  , 
provient  de  la  variation  de  l'équation  du  centre  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc, 
dans  ce  cas ,  se  borner  à  considérer  cette  partie.  Le 
développement  de  la  fonction  R  renfernie  un  terme 
de  cette  forme  : 

mW'W  cos[i(/ï7 — nt^é — «)-f-2W<-|-2« — o)— û>']  ; 

il  en  résultera,  n°  81,  livre  II,  dans  J^e  et  «To,  lea 
inégalités  suivantes  : 

ei^  s-       ,'"''^, W.^U  «in  [*(»'«  —  n  t  -f  i'—  »)  ^-  a/t«  +  at — fl.  -  •'] . 

L'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé  contient  les  deux  termes 

2  J^e  sin  (/i^-H  — .  û>)  — •  2eJ^a}COs(n/  -f-  €  -*-  â>). 
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Eà  verttt  des  inégalités  précédentes ,  on  siurà  dôûc 

dans  JV  celle-ci  : 


^ntan 


»  (n'  —  n)  -f-  a/i  kx         /  \ 

L'expression  de  la  fonction  R'  relative  à  l'action 
de  m  sur  m'  ren^ennera  le  temte 

mM^'Wcos  p(n'^--n^ +/--—€)  4-  2n^f*!ïf--^to^-*  à^']  ; 

et  il  en  résultera ,  par  conséquent  ^  d^na  cTi^  riDéga-* 
lité  suivante  ; 


Ces  deux  inégalités  du  mouvement  de  m  elde  m 
sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  rnly/a!^  à  ms/ae^ 
en  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  la  pre- 
mière y  en  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 
m  V^ge 

fyi!^ —  271*'  étant  une  quantité  assez  petite  par  rap- 
port à  fi^  et  même  à  v!^^  on  aura  dans  i^sf\  en  faisant 
^'  =  4 ,  une  inégalité  dépendante  de  l'argmnent 
^rJH—  ^ri't  +  46'"  —  5f"  —  cù"\   et  dans  ^v"'  une 

inégalité  dépendante  de  l'argument 

5,|W^  _  :^rft  4-  Se"' —  ae"—  a>".  La  première  est ,  par 
ïen«97# 

—  o .  SSyaos  sin  (4/2"/—  Sw^^  +  49*^  —  Se'  —  û)'). 
^  multipliant  son  coefficient  p«  ^  n/^^>  il  eq 
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résultera  dàrtfr  /f/^'  la  &iiivatlt6  : 

Oa  a  trouvé  par  le  cak^l  direct 

+  0^784404  sîn  (5n'"t  —  itn''t  +  5i'"  —  ai''  —  m'") , 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

107.  L'inégalité  de  m  produite  par  l'action  de  m' 
et  dépendante  de  l'angle  nft-^î' — a>',  résulte  de  la 
supposition  de  r  ===  i  dans  les  formulés  du  n»  84  du 
second  livre.  Or  ^  d'après  la  valeur  de  [a,  ^ ,  n?  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
cette  forme 

réciproquement  l^iilégaltté  de  m' produite  par  l'actîoil 
de  m  et  dépendante  de  l'angle  nt-^ê-^cû  est  égale  à 

Ces  deux  inégalités  seront  donc  entre  elles  dans  le 
rapport  de  [a,a']«V  à  [a',  a]n'^e^  et  coitimt  par  le 
n*  gîo ,  on  a 

mf  s/â'la',  d\aim \/a[a^ «']. 

Ces  deux  inégalités  seront  entre  elles  danô  lé  rapport 
dé  m^  S/a'h^é^SL  m  \/ahf^e  ou  de  m'aV  à  ma^^e,  d'est-à- 
dire  que  le  coeffîeieBt  dé  la  seconde  se  déduira  de  celui 

de  la  première^  en  multipliant  ce  dernier  par ^^fr^ 

L'action  de  Saturtié  sur  Jupiter  prâdtlit^  b*  lod  / 
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dans  le  mouvement  de  Jupiter,  rinégalité 

En  la  multipliant  par rv"?5"^  ^^  atirâ  dans  le 

mouvement  de  Saturne  Tinégalité 

4-i",276i97  sin(w»V4.i»^— C7'^). 
Le  calcul  direct  a  donné 

ce  qui  diflere  peu  du  résultat  précédent. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 

inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 
io8.  Il  résulte  du  n*  52  que  si  £'«'  —m  est  supposé 

une  très  petite  quantité^  l'inégalité  la  plus  sensible  de  la 

latitude  de  TTzproduite  par  l'action  de  m^,  sera  égale  à 

^^A*'-  sin  [i'n't^(i+i)nt+iU''^i+i)€+ll]. 

L'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  mf  produite  par  m  serait  égale  à 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m  sja  à  —  m\fcC ^  c'est-à-dire  que  le  coefficient 
de  la  première  étant  déterminé,  en  le  multipliant  par 

—  -î^^fL ,  on  aura  celui  de  la  seconde. 

Nous  avons  déjà  vérifié,  au  moyen  de  cette  rela- 
tioa>  les  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  dç 
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Jupiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  aètion  ré- 
ciproque; on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi  ^  eu  supposant  i'  =  5  et  i  =  5 , 
l'action  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l'inégalité 

—0^289097  sin  {5n''t—4n't  +  5é"  — 4«'  —  oT). 

En  multipliant  son  coefficient  par  —  — ^— =  ,  il  en 

^  ^  m"  ï/a" 

résultera  d^AS  le  mouvement  de  la  Terre  en  latitude 
l'inégalité 

0^218045  sin  {4n''t—5n't  +  4/'  —  3/  —  a'). 

En  calculantdirectement  cette  inégalité^ pu  1^  trouvé 

0^223552  sin  (4wV—  3n'^  +  A^'-r-Sg'  — *')• 

)ja  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né- 
gligées. 
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CHAPITRE  XXI. 


Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

109.  Là  méthode  (}ûé  tïdâs  avons  sùiviei  dans  \ë% 
chapitres  précédens ,  pour  déterminer  les  idégftlite^ 
des  planètes  résultant  de  leur  action  mutuelle^  et  qui 
est  fondée  sur  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrfcé  eti  âériê  orfôûnéê  par  i-àppdtt  kxtt  J>tiis- 
sanceS  et  atix  produits  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons a  p  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales  ^  toute  Té^âétitûde  nécessaire  loils(|ttÊr  Vûh, 
a  soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  pebvùàt 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué , 
n®  25  ,  comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficiens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  dés  quadratures  ^  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d'une  planète 
relatives  à  un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  ce 
qui  est  un  avantage  précieux^  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu'une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à  celles  que  l'on  a  considé- 
rées,  ne  devienne   sensible.  Nous  allons  donc  ici 
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rèprettdrù  cet  objet  ;  et  coitiâie  de  toutes  les  planètes 
Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  perturbations 
sont  les  plus  considérables^  nous  ferons  l'application 
de  cette  itaétliode  à  la  théorie  de  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  les  chapitres  VI 
et  Vil,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
culateurs qui  voudraient  déterminer  de  la  même  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  planètes. 

Si  Ton  nomme ,  comme  dans  le  n^  ^5  ,<p  et  ^'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m  etm\  en 
sorte  qu'on  ait 

qfu'oû  suppose  la  fonction  perturbatrice  R  relative 
à  l'action  de  ïhf  sur  m ,  développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aut  cosinus  de  ces  auomaliéâ,  et  que  dauâ  ùe 
développement  on  ne  considère  que  les  termes  dé- 
peudans  de  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  ùh 
aura 

ft  =  m'K  sin  (5^'  —  3Ç)-|-  w'K'  cos  (5<p'  —  a(p) , 
et  pour  déterminer  JL  et  K',  on  aura 

mli  z^^J'^f^  Rôin(5(p'  — 2(py(prfip^ 
m^W==-^r'f^  Rcos(5(p'— 2^y?rf^\ 

Les  intégrales  doubles  devant  s'étendre  depuis 
0  =  0  jusqu^à    (pz=z2'7t,   et  depuis   ^'  =  0  jusquà 
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Les  valeurs  de  ces  intégrales  dépendront  des  quatre 
suivantes  : 

A  =  -^  r  **/''*'  R  cos  2((>  cos  5((>^d(pd(p\ 

2»*    J  o    J  o 

C  ~  '4-/  **  /•*'!(  sin  aip'  ci  'éi(p'rf(prf(p' , 

2^V  o       /  o 

D  =  ^f^^'f^^  R  cos  2(p  sin  5(p'd(pd(p^. 

Pour  calculer  ces  quatre  quantités ^  on  divisera 
l'intervalle  compris  entre  les  limites  ^=o  et  ^^sa-jr, 
ou  la  circonférence  entière,  en  un  noinbf q^  de  parties 
assez  grand  pour  que  les  quantités  contenues  sous  le 
signe,  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement ,  et 
qu'elles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  d'une  ya<*- 
leur  positive  à  une  valeur  négative,  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre ,  cependant, 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  devien- 
nent pas  trop  pénibles.  On  a  reconnu  par  quelques 
essais  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe- 
rait à  ces  deux  conditions  et  Von  obtiendrait  un  degré 
d'exactitude  suffisant,  en  supposant  par  rappo.rt  à 
l'intégration  relative  à  ^  la  circonférence  divisée  en 
trente-deux  parties ,  et  en  seize  seulement  par  rap- 
port à  rintégration  relative  à  ^\ 

On  fera  donc  successivement 

(p=o,<p=ii*i5',(p=2a'*5o',(p=55°45',(p=45%etc., 
^'=o,^'=a2^3o',(p'=s45*     ,(p'=67*5o'^,(p'=s9o'',etc.. 
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et  ToD  calculera  les  valeurs  de  la  fonction  R  correspon- 
dantes à  ces  diverses  valeurs  de  (p  et  de  (p'  prises  deux 
à  deux.  On  aura  ainsi  35  X  17  =  561 ,  quantités  fon- 
damentales à  former;  nous  désignerons^  comme  dans 
le  n**  25,  par  Ro,o^  Rf,o>  Rê,o>  etc.,  Ro,„  R,,„  R.,i,  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

a  =  2(1  i*i50=  22*^5o',  a'  =  5(22*5o')  =  I  i2*^3o', 

et  en  faisant 

P^=iRo,oCos  o+R,,o  cos*4-K,,o  cosî«...+  ^Rag^o  cos32#,  ^ 
p;=iRo.,cos  o+R,,i  cos«+R,.,  cos2ii...4. 4R3,.,  cosSa-,  >  (a) 
etc.,  J 

on  aura>  pour  déterminer  la  première  des  inté- 
grales (i), 

A  =  j^  (ip;coso+P;cos tf '+P;cos 2a' ....  +^P;e cosiGa'), 

et  les  intégrales  B ,  C ,  D  se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

Il  suffira  donc  de  remplacer  cosât,  cos2a,  etc. , 
cos  a\  cos  2a' ,  etc. ,  par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  Â,  B,  G,  D,  du  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  R©,©*  B.,^^ ,  etc. ,  seront  dé- 
terminées. 

1 10.  En  ne  considérant  que  l'action  de  m'  sur  m , 
on  a 

La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a  le  plus  d'influence  sur  les  grandes  inégalités  de 
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Jupiter  çt  ^  Saturne ,  et  claus  les  chapitres  XVU  et 
XVm ,  au  iK)us  les  «vous  calculées,  nous  n'avons  pas 
ç^  égard  au^  ternies  dépendant  de  l'aoglq  5n^t^^^:ènt, 
qui  peuvent  résulter  de  la  seconde  partie  d#  la  foac- 
tiw  précédente,  i\  faudra  do«c  égalemçpt  les  oégliger 
îqi ,  puisque  aous  ayous  l'iuteation  de  comparer  les 
résultats  des  chapitres  cités  à  ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p ,  pour  abréger,  la  dis* 
tance  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  mf,  Texpros^ 
sion  de  R  deviendra  simplement 

et  par  le  n*  25,  pour  déterminer  f ,  on  aura 

-=r*-|-r'* —  2rr'cos*^y  cos(i;'—  v)  —  2rr'sin*  \y  cos  (v'  +v). 

Les  angles  v  et  v'  étant  comptés  de  Tintersectîon  com- 
mune des  deux  orbites^  en  sorte  qu'en  nommant  II 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Torbite  de  m' sur 
Torbite  de  m,  on  a  i;  sac  -^  n,  et  v'  s3=p'  —  II. 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  n**  a5, 
on  commencera  par  détermiuer,  au  moyea  des  tables 
planétaires ,  les  valeurs  du  rayon  vecteur  r  et  de  la 
l<mgitttde  v  de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l'anomalie  moyenne  <p=  o,  <p=i  I•I5^ 
(^:cç=s3a**So%  etQ,  On  déterpiinera  de  la  même  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  /  et  de  la  longitude  «/ 
de  Saturne  correspondantes  aux  valeurs  de  l'aqo- 
malie  moyenne  9'  =ç  o ,  ^'=ç:ç22'5o',  ^'raza  45%  etc. 
De  tou§  les  résultet^  aipsi  obtenus  on  forcera  un 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈMES  DU  HQNPP.  4^ 

On  calculera  les  valeurs  de  p  parr^pQ^dapt^s  ftm^ 

di veines  combinaisons  différentes  au'on  peut  former 

entre  les  valeurs   de    r  et   de  r'^   de   v   et  de  v^ 

comprises  dans  ce  tableau^   en   les  prenant  deux 

à  deux  ;  en  multipliant  ensuite  par  m' la  quantité  i 

qu'on  en  définira^  qu  aura  les  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à  la  fonction  R  s'appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  dérivée  d'une  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi ,  par  exemple,  par  la  dif- 
férentiatîon  de  la  valeur  de  R ,  on  aura 

r^  _  — m,  j^^ , 

dR.  *     .        rr  sin  v  sin  v 


m .  sm  5^  • 


«3 


On  pourra  done  calculer  les  valeurs  de  ces  fone* 
tions  correspondantes  aux  diverses  valeurs  attribuées 
aux  anomalies  ^  et  (p\  et  en  substituant  ces  résultats 
k  la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  pai» 
Ro,o>  R«,i>  ^tc, ,  dans  les  fcnrmules  (a),  on  obtien- 
dra ,  par  dés  procédés  senxl^labjies  à  çeu?:  indiqués 
plus  haut ,  les  valeurs  numériques  des  divers  coeffi- 
ciens  du  développement  en  série  des  trois  fonctions 
pyéçédçptes. 

Enfin  ^  on  déterminera  comme  à  Tordinaire  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  r^  -rj  au  moyen 
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de  réquatioD  générale 

On  a  d'ailleurs^  n*  4 , 

dK  dK      ^      ,  dK  j  dK 

1 1 1 .  En  effectuant^  d'après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à  l'aide  des  valeurs  rapportées  n^  88  ,  la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  trouvé, 
relativement  à  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
turne, les  résultats  suivans  : 

à'K  =—0,000942079,      a^K^  =0,00040  !25958, 

a*^a^Ti;=— 0,0025^078,  a'^a^^ï^=:o,oo262946, 

a'*  ^  =  0,00346286 ,        a^'  ^=— o,oo5o3i86. 

Pour  comparer  ces  valeurs  à  celles  que  l'on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  m^^  et  de  772%  observons 
que  ^  et  9'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes ,  on  a 

En  supposant  donc,  comme  dans  le  n""  58, 
on  aura 
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cm  bien  en  développant  cette  expression      .. 

R  =  mv[P  co»  {5«^  —  a#«r)  —  P  sin  (5»v  iii.  îi««v)]  sin  (5»'  —  np) 
4-  !»▼  [P  sin  (6»^  —  .a«f'^)  4-  P'  cos  (5»^(-rr  a^^'J]  cos  {5#'  —  o^). 

Si  Ton  compare  cette  fonction  à  l'expression 
R  =  m^'K  sin  (5^'  —  3^)  +  m'K'  OM{5çf.irr^  aq>)  ^..que 
nous  avons  supposée  au  déyelopçément  âe,]^  en  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus  àéi  ^hôïàalies  tnpyëttties* 
^  et  ^'y  on  aura 

a^K  r=a^Pcos(5û>^— afi>'0— «^P'sin(5â>^— 207"),!   ... 
â'K'5=a^Psin(5û>^— 2r,7'^)+a^P'cos(5û)^— aG>"^);  J  ^^ 

et  il  est  évident  qu'oi^  aurait  entre  les  quantités  ^*  j-^  » 

des  équations  semblables* 

Nous  avons  déterminé ,  dans  le  n""  lOi^  les  valeurs 
des  coeffidens  des  termes  du  développement  de  R 
relatif  à  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  dnquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  eu  réunissant  ces 
différentes  parties ,  qui  doivent  concourir  à  former 
les  coefficieos  que  nous  désignons  ici  par  a'P  et  d'Y', 
on  trouve 

oTp  ±3-^0,0000595577,  a^F  =3  0,0010199585. 

On  a  d'ailleijirs,  d'après  les  valeurs  rapportées  n*  88, 
5û>^—  3«'^  =  ôS^^ô'aS".  Eh  substituant  ces  quantités 
dans  les  équations  (3) ,  on  aura 

à'K  =  —  0,000958956 ,  a^K'  =  0,000402768. 
Tome  III.  52" 
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Si  l'on  compare  ces  valeurs  des  coefficieoS'a'li  et 
a^K'  à  œlles  qu'on  a  ol>tenue$  par  la  m^tbqdle  d^ 
quadratures  ^  on  veiTa  qu'elles  s'accordent  entre  elles 
'  d'une  manière  trè$  sai;i$faisante. 
Nou4  avons  trouvé ,  n^  \q\\ 

•    a'*^=5;  Q,Qaa355i3;     €i^*^,==;o,oo63o5ai. 

En  multipliant  ces  valeurs  par  -^  =  a,  et  en  les 

substituant  à  \^  place  de  ^^P  Qt  de  (CY  dans  les  équa- 
tions (5) ,  on  en  tire 

a|'ii^^;^=— o,oo25o584,  ^^^^t^  =0,00267500  ; 
et  au  moyen  des  équations  de  condition 

oa«n  déduit  ' 

«*•  -^^  0,00344480 ,     a"  ^  =  —  0^00507777. 

Ces  valeurs,  comparées  à  celles  qu'on  a  obtenues 
par  le  moyeqi  des  quadratures»  paraîtront  s'aoçorder 
suflisamment  avec  elles ,  surtout  si  Ton  se  rappelle 
que  dans  tee  n^*  loi  et  10^  nous  n'avons^  dans  les  vih- 

leurs  de  a'^'j^,  »  ^  ^.  ;  ^' ^v .  ^'  ^,  considère  que 

les  termes  dépendant  des  cube3  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 
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'-    Maintenant^  si  au  moyen  des  éq[«aCtoM  (S^  on 
«aiprime  Jes  valenis  de  a^P^  a*F  ea  fenctioa  de^qu^ft- 

tités  a^Kj  a^K',  et  de  même  relativement  à  a^  -m  • 
^  ^>  ^te*  9  on  tronrera 

a'P= — 0900006128641  a''P'=o,ooï02aSêi45f 
^'*  d^^  ==  0,0022462 1 ,      a''  ^,  ==i  0,00629075  , 
4i*»^,=— o,ôoii6562,  a»*  ^  =  -0,00445304. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  renferme  la  partie 
suivante  : 

6mW*#      I      a!P'sîn(5»V. — 2w'V-|-5é^  **»»•'}  1 
(5/1'— 2n«T*l—  a^Pcos(5wV— 2w'^«— 56'—  2é*')  > 

D'après  les  valeurs  adoptées ,  n*  88,  on  trouve 
loff  ,t  V  ^  ^ly^!^' — «  ==?  6,025555a. 

**  (5/1^— 2«")*sini*  ' 

En  réduisant  en  nombses  la  ibnefion  précédente , 
elle  devient  ainsi 

io84"  012  sip  (5»'^  — a»''^  +  36T— ;iO 

—  ^4^968  COS  (5»"«  —  2h'Jt  +  56'—  2f*'>. 

En  ne  ^oon^dérairf  tjwf  eette  partie  de  fe  grande 
inégalité ,  et  en  la  calculant  d'après  les  valfurade  a-P     ' 
et  de  a'F ,  n**  10 1 ,  on  trouvera  qu'elle  est  égale  à 

io89",855  sin  {Bn't  —  2n''t  +  56'  —  26") 

—  55^2o4cos(5n'<  —  an^^t  -f-  Si'  —  ai^'). 

52*. 
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Le$  diffâiences  sont  dans  les  limites  qu'on  peut 
supposer  d'après. les  quantités  négligées  dans  le  cal-- 
cul  ^  en  considérant  surtout  que  les  élément  employés 
dans  la  construction  des  tables  de  M*  Bouvard^  qui  ont 
servi  à  déterminer  }es  quantités  a^P,  a^V  par  les 
quadratures  ^  diffèrent  de  ceux  que  nous  avons 
adoptés. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 


a^»  T—  sin  (5/i^c  —  îwi"»£  H-  5r  —  at*^) 

d? 
a^*  ^-^  cot-(5nvt  —  »««▼«  -f.  5i»  —  !!•«▼) 


En  la  réduisant  en  nombres  d'après  les  valeurs 
précédentes  de,  à'*  ^y  j  ^^*  ^v  >  et  en  observant 
qu'on  a 

cette  fonction  devient 

—  i6f^5ao5  sin  (5n"^—  aii*T^+ &"  —  m"^ 

+    5",8275C0S(5/I^^— !îW'"^+56"— 26'">. 

Nous  avons  trouvé  par  le  développeiment  en  série  ^ 
n®  loi, 

:    —  i6",55586  sin  (5ri't—2n'''t+  Se"  —  :2i*^) 
+   6",o52gQCOs{5ri't  —  2w*^^+56^—  2€"); 

ce  qui  difiere  peu  de  la  valeur  précédente. 

La  principale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne est  celle-ci  : 
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(5/1*— a»")*  t— a'P  cos(5/»'<— a/»"iH-5«'-»-a«").  i  . 
Par  les  vÉlenrs  rapporta  n*  88,  on  a 

En  réduisant  en  ncnnbres  la  fonction  précédente  an 
moyen  dés  valeurs  de  a^^P  et  aT'  données  plus 
haut ,  on  trouvera  qu'il  en  résulte  dans  le  mouve- 
ment de  Saturne  les  inégalités  suivantes  : 

—  2685",4545  sin(5n"<  —  2/1""^  +  Se'  —  ai**), 
+  i6o^9470COs(57i"<  — 2n'7+5i^  — ac*"). 

En  employant  les  valeurs  de  aT  et  à'P',  calculées 
n^  I  d  I  >  on  aucâit  trouvé 

—  3678^5574  sin  (5fft^2r^'t'h  5i"— ar> 
-I-    i56^4o7i  cos (5^7— 2n'"<-f5f"-r at"")  r . 

quantités  qui  différent  peu  des  précédentes. 

Enfin,  la  grande  inégalité   de  Saturne  contient 
encore  la  partie  suivante  : 

a,n'TnT      j      a^*  ^  «n  (Sun  -  a»..^  4«.- ^  în't)    ) 

Ona 

*^«  (S;?^^'  ==  4,o6845i5. 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  ,^ 
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d'^ivès  les  v»lefOT8  4e  u^'35?  et  a"*  -^  calculées  par 
les  quadratures ,  ou  aara 

+  Sa",  1 5a4  S»  (5n^É  —  ;5»"É  •+•  5»' --•  a%") 
—  i5",62a6  cos(5n'«—  3/i"«  -+■  Bf  —  ai")- 

Nous  avons  trouvé  pour  la  valeur  de  cette  même  iné- 
galité 

-H49%5gQ49  ain  (5rft^  an'^'t^^  5f  —  2^)    , 

qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Pour  donner  un  second  exemple  de  l'einploi  de  la 
méthode  des  quadratures  au.développejoient  de  la 
fonction  perturbatrice  R,  on  a  calculé  de  cette  ma- 
«èr^  p  et  relatiyem^t  à  l'action  de  Satuuroe  sur  ijjir 
piter,  le  premier  terme  de  ce  développement^  c'^^r- 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps  ;  et  en 
nomnîant  F  ce  termes  on  a  trouvé     - 

O'V  î=  m^i,o9io97 ,     a^^à*^^  =s  112^0,2238874. 

En  calculant  le  même  terme  d'après  Texpression 
donnée  n^  18,  et  en  employant  les  élémens  qui  ont 
servi  à  déterminer  les  valeurs  précédentes,  c'est-à-dîre 
les  élémens  dep  tables  de  Bouvard ,  on  a  trouvé 

4'F;;=:m^i,09io62,    a'W  ~:^m:^,^258867. 

Ces  valeurs,  comme  on  voir,  sont  presque  identiques* 
L'accord  dès  résultats  obtenus  par  des  méthodes  si 
différentes ,  dans  l'une  des  parties  les  plus  impor- 
tantes de  la  théorie  des  inégaUtéi  plattétâires,  monlTe 
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que  la  méthode  des  développemeas  en  sériés  ordoa* 
nées  par  rapport  ^vlj^  puissances  asceadantes  des  ex^ 
centricités  et  dei^  inclinaisons^  lorsqu'on  a  soin  de 
porter  assez  loin  lés  ^proximàtions  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible ,  suffît  aux  besoins  actuels 
dei'AstanEiDOlnie. 

I  m.  Là  mélkodiéf  de»  qaadtatw^s  a  pout^tiuit  ^on 
utilité  :  c'est  b  seule  qa  dn  puisse  employer  dans  le 
calcul  des  perturbations  des  oooiètes  et,.de$  petites 
planètes  ;  et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d'impottantes  vérificsitions.  Il  u^  sera  donc  pas  inu- 
tile ùe  donner- ici  les  formules  qui  -aous  semblent 
les  plus  simples  p6ur  Inapplication  de  cette  méthode 
à  IsrdëfbfttiïfllitiOÀ  desperturbatioufl!  duMjQu  vecttrar^ 
de'Ib  kmgitude  et  de  la  latitude.  Ces  formules  pour^ 
tôM  d'ailleurs  être  ^^mployées  en  d'autres  occasions» 
Pour  cela,  repfèitOâê^' les  tiCûis  équations  do  luou^^ 
vement  troublé.,  n*  87  >  livre  II  : 


(«) 


Si  l'ôu  ftetïà  pd^t  plan  des  âtf,  celui  de  Vous* 
bite  primitives  de  m ,  ce  qui  permet  de  négliger  les 

qui^utités  a^-j-  ,  a  -^  ,  qi^i  sont  <|u  secpnd  ordr/s, 

puisque  j&et  K  sont  du  premier ,  en  oombiueivl  entrer 
elles  les  équatiot^^  préeédentes,  on  trouve  aisénenH 


+^ 

= 

dR 

dt* 

+f 

= 

dK 

4r 

de 

+'?• 

dfi. 
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les  deux  iatégrales  suiyaalés  : 

xdz  —  zdx         r    j^  dR 

— a— =y"*-37' 

Si  Ton  multiplie  par  j^  la  première  de  ces  équa- 
tions^ qu'on  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  jcr^ 
en  observant  que  les  coordonnées  x  etjr  se  raptior*^ 
tant   ici  au  mouvement  elliptique ,  on  a,  n^rao, 

~/^  "  =  \/awi(i  — :^)  9  oi^  trouvera 

Cela  posé^  ou  a  pour  déterminer  les  perturjiatio|is 
du  rayon  vecteur  /r  et.de  la  latitude  J^^  de  la  .pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite .  primitive ,  les  deux 
équations  suivantes ^  n"*  89,  livre  II»    ,  ,  ^     , 

d\rfs   .   ^r*y         dK  i   ^  ^ 

Ces  deux  équations  sont  de  même  forme ,  et  s'inté- 
greront par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet,  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde ,  en  y  changeant  cTr.  ^a  J's, 

et  a/ûPR  +  r-^T-  en  -^j   d'où  il  suit  que,  pour 

avoir  J'r,  il  suffira  de  £Eiire  ce  changement  dans  l'ex* 
pression  finie  àeJs.  Or,  la  seconde  des  équation&(c), 
nest  autre  que  la  troisième  des  équations  (a)  y  dai^ 
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laquelle   on  a  fait  zi^^rj's;  en  substituant  donc 
pour  z  cette  valeur  dans  l'équation  (&) ,  on  aura  la 
valeur  de  rJ'Sj  et  l'on  en  coadura  immëdiatement 
celle  de  la  fonction  rj'r. 
-' Si 'pom*  abréger  on  fiitt 

z  devant  être  suppose  égal  à  zéro  ^  après  la  différent 
tiatiop  dans  la  valeur  de  P'.  . 

En  substituant  pour  x  et  jr  leurs  valeuris  rcost; 
et  rsino;^  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
trouver^'        *  '  .       .,  ^  :j 

«'  sin  vfr  cos  vVdl  —  ces  y  /r  sin  vPjU      fA\ 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  ei^  longitude*  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues,  au  moyen 
de  la  formule  (6),  nVSg,  livre  II,  ou  plus^simp;lQ*7 
ment  au  moyen  de  Téquation  du  mouvement  ellip- 
tique  T^ds^'s=idts/fM{\r-^)f  qui  dcmui?,  n^  ^f^x^ II, 

mais  il  vaat  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Pour  cçla ,  reprenons  la  formule  {d!)  du  n*  83,  livre  II, 


eri;=/rft»(^-  ^y. 


dans  laqaeUe  on  suppose  k=.  Vaw(i— «*)» 
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L'équBtioti  èe  rellipse  donne 


I  4-  ccosi; 


en  prenant  le  périhélie  de  m  pOi^r  L'oirigiii^  Kie  Jl'^pgb  t^. 
Au  moyen  de  c^tte  valeur  de  r  et^de  celle  de  J^r ,  oq 
trouve  aisément 

En  observant  que  Ton  a,n^4f  dT'^dii^^^dv' 
par  te  n*  4^ ,  livre  H ,  on  trouve  ^^   ' 

On  a  d'ailleurs 

et  par  les  formules  du  raouv^eut  ^Ili^iqne. 

"    3t;      '^'    rfy  I  4*  ^  eos  V  *      3r        tf(i '-Iv^" 

Au  moyeu  dé  ces  Vaieurs  on  frôttVe  :    '    ^ 

Si  dansrexpre^oh  dc^/^  09\çiibs^ue  cette  valeur  et 
cellç  de  l r-rtq ^xm  aura  . 
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CQSVfdi     \  (C) 


Cette  exprei^ion  se  réduit  aisément  à  une  forme 
plus  simple;  en  substituant  en  effet  à  la  place  de  F  sa 
valeur  dans  le  dernier  terme,  et  en  le  combinant  en- 
suite avec  les  deux  premiers,  on  trouve 

/     .        .  t     .       \  p  Ani>9di 

[usinv+'-esux^v]  I  — i 

V  ^  /J    i+ecosv 

{  -c  +  ecosv+"^ecos^  i  / 

\a  2  /J  i+ecosvj 

En  substituant  pour  r  sa  valeur  dans  les  expres- 
sions de  J^r  et  de  J^s,  on  voit  qu'elles  se  trouveront 
immédiatement  ramenées  à  la  même  forme  que  la 
fonction  précédente. 

Le»  trois  forjCQide3.(A}|  (B)y.(Ç)  donnexpot  doiMf 
sous  forme  finie  les  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  Ja  latitude ,  ce  qui  peut  être 
très  utile  dans  la  théorie  des  petites  planètes  où  ces 
perturbations  ne  peuvent  être  déterminées  que  pair 
des  quadratures,  k  cause  de  la  granilettr  des  excen- 
tricités de  leurs  orbites.  Les  mêmes  formulcfs  pour- 
raient être  employées  au^î  par  la  même  raisoti  dans 
la  théorie  de»  comètes,  mais  il  est  préféraMe  de  se 
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servir  alors  des  formules  du  lîyre  III.  Dam  tom 
les  cas,  pour  calculée  par  des  quadratures  les  ex* 
pressions  précédentes,  on  commencera  par  sobstn 

tuer  pour  dt  la  valeur  — r—        ,  et  pour  R  sa 

Valeur  çn  fonction  des  rayons  vecteurs  et  dea  longi* 
tudes  vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  planète 
perturbatrice.  En  nommant  y  Finclinàisou  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  et  II  la  longitude,  dé  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  ongbe 
que  Tangle  v,  et  en  faisant  V  s=  cos*  \  y  ces  (y*  —  v) 
+  sin*î7cos(v'-+-v-^an),  on  aura,  par  le  n*35, 


R  =  w'{ 


I rV( 


De  cette  expression  on  conclura/par  de  simples  dif- 

férentiations ,  celles  de  dK  et  de  r^ ,  et  par  suite  les 

valeurs  de$  quantités  que  nous  avons  désignées  parP 
et  F  dans  les  formules  précédentes.  On  pourra,  par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques,  exposée  n^  a5,  les  intégrales 

fr^ànvVdv,  fr^œ^Vdv ,  /r^sinvP'éfo,  yHcosvFA, 

ainsi  que  les  intégrales  jr^Tdv  ,  fr^  -j-  dp  que  ces 
fonnules  renferment. 

-^  Dans  la  théorie  des  planètes  principales,  la  petitone 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  mutuelles  des 
Ot^bites  permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
3éries  convergentes,  et  c'est  sans  contredit  k  ja> 
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tbôde  la  iplns  simple  que  l'on  poisse  employer  pour 
obtenir  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
«înus  et  de  cc^sinus  d'angles  croissant  prc^rtiônnel- 
lement  an  temps  ^  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
servir  pour  un  temps  indéfiûi.  L'emploi  des  formules 
précédentes  serait  alors  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  trois 
variables  S^r^  ^v  et  ^s  ;  et  c'est  par  cette  raison  que 
nous  n'avons  élu  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires.  Mais  lorsqu'on 
veut  déterminer  les  cœfficrens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies^  ainsi  que  nous  l'a^- 
vons  indiqué  n^  aS^  les  formules  précédentes  scmt, 
je  croîs  ^  les  plus  commodes  que  l'on  puisse  em- 
ployer^ dans  ce  cas^  pour  en  conclure  les  valeurs  de 

En  effet,  au  moyen  d'intégrales  doubles  on  pourra 
toujours,  comme  on  l'a  vu  n^  35,  déterminer  les 
•coefficiens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t ,  des  fonc- 
tions /d'R ,  jr-j-dt^el  l'on  développerait  par  con- 
séquent, de  la  même  manière,  lesfonctîons/VsinvPi//, 
frcosvPdt,  frsmvP'dt  i  frcosvFdt  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formules 
(A) ,  (B)  et  (G) ,  et  en  mettant  pour  sino;  et  cpst; 
leurs  valeurs  développées  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  de  la  planète^, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 
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k  ua  temps  indéfini  p  les  plus  exactes  que  la  tliéorie 

pW9e  fournir. 

Q  serait  à  désirer  que  quelque  calculateur  sélé  fit 
rappUcafion  de$  formules  précédentes  à  la  détermi» 
nation  des  perturbations  de  toutes  les  grande»  pla^ 
nètés*  U  en  résulterait  le  moyen  le  plus  sûr  pour 
vérifier  les  inégalités  déjà  calculées  ^  par  d'autres  mé- 
ib^esy  et  découvrir  les  inégalités  sensibles  qui  au^ 
raient  pu  jusqu'ici  échapper  aux  investigations  des 
géomètres.  M«  Hansen,  astronome  attaché  à  Tofaser- 
viatoire  du  Séeberg^  a  déjà  essayé  sur  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne  un  travail  Semblable;  mais  k 
choix  malheureux  des  variables  qu'il  a  cru  devoir  subs- 
tituer aux  trcHs  coordonnées  JV^  J^v,  J^s,  géndralement 
adoptées  par  les  astronomes ,  des  innovatianavanaly- 
tiques  dont  les  avantages  ne  rachètent  pas  la  biaarre^ 
rie,  enfin ^  l'absence  complète  de  clarté  et  de  mé* 
thode»  rendent  ce  travail  à  peu  près  inutile  (^). 
J'invite  donc  le$  jeunes  géOttnètres  à  reprendre  cet 
objet  sous  le  point  de  vue  que  nous  leur  iadiqUM>ns  : 
peutétre  nous  serait  il  permis  d'y  revenir  dans  la  s^iile 
de  cet  ouvrage,  mais  nous  allons,  pour  le  moment, 
porter  notre  attention  sur  d'autres  points  de  la  théorie 
du  système  éa  monde,  la  détermination  des  intfpir' 
lités  planétaires  nous  ayant  déjà  entraîné  Kern  au- 
delà  des  limites  que  nous  nous  étions  prescrites. 

(^  f^<Mùrk  com|rt;e  qmej'en  ai  rendu  èanjiLla  ConmaiêsoMt 
ds$  Tenu  pour  1887 . 
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Moi»femms:  hélioc&ariques  de  Jupiter  et  Sàiuine, 

1 1 5«  En  réunissant  les  différentes  inégalités  calculées 
cUoPKs  les^  chapitres  Vl  et  YII^  on  a  obtenu  les  ex|>res^ 
sions  des  longitudes  vraies,^  et  des  rayons  vecteurs  de 
Jiipitei:  et  de  SatunEie»  les  plu&eiiactes  que  Vé^  |ic- 
IneA  d$  l'analyse  permette  d'espérer.  Dans  Iqs  foc* 
oiqIm  suivantes^  ^  représenta  un  nombre  quelcmtr 
q[ue  d'années  juliennes  ou  de  36S^  ^>  ^iliplbQe$  à 
partir  de  minuit  le  i*"  janvier  1800. 

Soit,  pour  cette  époque , 

n'^t  +  6-^  =5=  8i*5^'  19^5  +  t  5o%349o84, 
ri't  +  é'^  ==  laS.  5.29,4  +  *  ia%22ii48, 
H^i ^  *"  03  175.30,  #6^4  -f-  t    4%!»848(Jo^, 

ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
nes de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus,  ceitÉptées-de  ¥é^ 
qmnoxe  fixe  dit  iSoCv  Bana  ce^  expressions ,  nous 
a¥Oii$  wbstitué  à  la  p)i^ce  de^  moyens  mouvemens 
n*%  rf  et  li'*,  rapportées  n*  88,  leurs  valeurs  résul- 
tante» des  correctktts  indiq«iees  par  les  équations  de 
condtlMtt  qui  ont  sarvi  k  former  les  tMIuf  elles- table» 
di^  IL  Bouvard. 
SoU<ncoi^ 

«"^a=  ^i*  7' 56''+  t  6",685i22  .—  <•  0,600255, 
ùT  ==i  8g.  8 . 20 '4-  «  1 9^',o55o44  '-4-  t* 0,000162, 
flt»^==    98.25.45  -f-  «56^,582830,  * 

a'  sa:  111.56.   7  +  /5i^52i3i. 

Les  termeé  oonstans  dans  ces  expressions  sont  les 
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longitudes  des  périhélies ,  et  des  nœuds  de  Jupiter 
et  Saturne^  comptées  du  même  équinoice  que  les 
longitudes  moyennes  w*V  +  €"" ,  rfi  -+-  €%  et  rela- 
tives à  la  même  époque;  les  ternies  proportionnels 
au  temps  t  sont  les  variations  séculaires  de  tes  lon- 
gitudes déterminées  n""  91  et  loi. 

Supposons  maintenant  que  ^  pour  abréger^  on  re- 
présente respectivement  par  p  et  fl  les  argnmens 
des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  Safnme; 
en  sorte  qu'on  ait 

p  -=  Sun  —  !«"▼«  +  5t^  —  ai"^  -#-  3»  4</ Sg*—  t  i&*,V]'}o  —  f ■  o'.ooiaGao» 
/=5n^c  — aii>n  +  5t^  — ai'^-f  S^SS^Sn"— t  76*,5g8  — t*  0^001164, 

et  soit  ensuite 

^  • 

A  =     (1  i87",a47— ^  o",o4845+^*  0,00000326)  sin/> 

— 12",2 1854  sin  2/1 , 
A's=-^(29o6",66i — t  o",  1 141 1+ 1^  o,oooooo5a)6in/>' 

+  ^9">76i  56  sin  2// 
+  50^894  sin(5n"'f— /i74-  Se"'—  é"— 87^28V0, 

la  quantité  A  représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter ,  et  la  .quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  rinégalité  à  longue  période  dépendante  de  Tar-* 
gument  "irCH  — -  tCt  p  et  relative  à  Faction  d'Uranns 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent^  d'après  les  n"^  loî 
et  loa,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne^  en  faisant  donc^  pour  abréger. 
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..  On  a  vu^  n^  65>  que  dans  tous  les  argumens  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  les(|uels  le  coefficient  du 
temps  n'est  pas  Sn' — •  2/^''',  Ou  qui  n'en  diffèrent  pas 
de  n^""  pour  Jupiter  et  de  ri'  pour  Saturne^  il  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes /î'V+e*^>  w^^+é' 
de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  Tangle 
Sri't  —  2/^'7•  il  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Jupiter  q  etq^k  la  place  de  /z'^/+§*^ 
et  de  ri't  +  g^,  excepté  dans  la  grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

161",  149  sin  (3n}^t  —  5wV +3g'^—  5g^+58*i  1'  S4"). 

Si  l'on  veut ,  pour  plus  de  régularité ,  employer 
égalem^ent  q  et  q^  k  la  place  de  n'V  +  ^'^  et  de 
ri't  +  «^  dans  cette  dernière  inégalité ,  on  lui  don7 
nera  cette  forme  : 

161",  149  sin  (  5q  —  5?'  —  3A  +  5A'  +  58*  1 1  '  54'0 , 

A  et  A'  étant,  par  ce  qui  précède,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Eu  développant 
la  quantité  précédente  ^  on  aura 

i6i",i49  sîn  (3^  —  5q'  —  58^  1 1'  34") 
~  (5A  — 5A')  i6i",i49cos(3î»^— 5î"+58«  ii'34'O- 

En  n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A  et  A'  qu'aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne , 
on  a  à  très  peu  près 

d'où  l'on  conclura 

Tome  III.  35  , 
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-(5A— SA')  i6i",i49  cos (5^  —  Sç'+SS-i i'34") 

On  peut,  sans  erreur  sensible ,  substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalités  ç  et  ^'  à  la  place  de  n^H +«  *^ 
et  de  ri't  +  6^  ;  la  première  se  confond  alors  avec 
lé  premier  terme  de  l'équation  du  centre  de  Jupi- 
ter, la  seconde  devient  égale  à 

7^0686  sin  {5q  —  109'  +  54^  3o'  55"). 

En  la  réunissant  à  la  suivante 

-^  5",78o8  sin  {5q  —  ioq'+  54^  3o'  35'0  , 

on  aura  celle-ci 

3^2870  sin  (5^  —  107'  +  54*  3o'  35")- 

On  pourra  ainsi  substituer  q  et  ç'  au  lieu  de  n^^t  +  e}^ 
et  de  n^i  +  6'  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter, 
abstraction  faite  de  la  grande  inégalité. 

Il  faut  de  même,  d'après  ce  qu'on  a  vu ,  n*  65, 
changer  n^H  +.€*^  en  q  et  nH  +  ^^  en  /  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne,  excepté  dans  la 
grande  inégalité  ^et  dans  la  suivante  : 

~  644^,953  sin  {2n'^t  —  4nH  +  5g^  34'  4"). 

On  peut  donner  à  cette  inégalité  cette  forme  : 

~  644^,953  sin  (29 — 49'  —  aA + 4A^4-  Sg*  54'  4")- 

En  développant  cette  fonction ,  on  a 
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—  644^,953  sîn  (2^-- 4j>4:59<»^5^  /;• 

H-  (2A  -  4ÀQ  |S44'^,955  cds-(^î^  -  4^'  +  50*  5^^:^î 

Ea  substituant  pour  A  et  ,A'  U»  >  parties  '  àé  ;  It^iirs 
valeurs  relatives  à  l'argument  Sri't  —  2/1' V ,  on  troti- 
vera,  à  très  peu  près,  ,  ! 


r 


(2  A—  4A')  644'V955  xîo»  (a?  — 4  j'  +  59"  34'  4"). , 

-2i"8qo  ^  4-65-i2'36'0 

'  y  j— sin(25f— 4ç^— .5/^V4-2/^•^iC— 5g^+2g'^ 
V  +  55^55' 32'0.> 

On  peut  9  dans  ces  deux  dernières  inégalités^  subs- 
tituer q  et  q'  k  la  place  de  n'^t  +  g'^  et  de  w^^  +  «^  ;  la 
première  se  confond  alors  avec  Téquation  du  centre 
de  Saturne  9  dt  la  seconde  devient 

—  21^890  sîtt  (4î  —  99'  7f  _55^55'  52'0, 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante ,  trouvée 
n*i02 , 

.  8^766  sin  (4y  ~  95f'  +  55*  55'  32'0 , 

on  aura  celle-ci 

—  i3",  124  sin  (4^  -^  99'  +55^  55'  32'0. 

On  pourra  donc  maintenant  substituer  q  et  q'  a  la 
place  de  n'V  4-  g*^  et"  de  n^t  +  g^  dans  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  à  l'exception  des  grandes  iné?- 
galîtés  de  ces  deux  jd^nètes. 

Si  Ton  sijppose  la  ppécession  annuelle  des  éjpinoxes 

33.! 
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de  5o'^3235o^  la  longitude  vraie  y^^  de  Jupiter  daM 
son  orbiteji  coiQptée  de  Téquinoxe  moyen  et  rapportée 
au  mioait  qui  sépare  le  Si  décembre  1799  du  i**^  jan-- 
yi^r  i8oo>  sera  donnée  par  là  formule  suivante  : 

(I98éa^^o  4-  t  o',63i4i)  Ma    (g  —  •«»), 
1  + 


»a35o-K- 


84%63  tin  (  f  —    /  —  i^C) 

!+  ao9^io  tin  (a^  —  a^  —  ,»,o') 
-f-    if^jS»  tin  %  —  ^') 
-#•      3%75  tin  4{^  —  /j 
-f-      i*,69  tin  (5^  —  5/4.  ,ao  j,') 
-#•     o*,4i  tin  %  —  ^ 
o^ïô  tin  7(-7  —  q') 

f    (i3a'^+t  o',oa7)tm(^— aç'— ia*ae'-f-ii5*,7)> 
1+     S-.ag  sin  (5^  --10/  +  54»  3o0  j 

j./      (83'45— «  ©•,oo5>ra(a^—39'— 60054'+*  a7*,i)l 
l-     i*,58sin«^-&7'H-54*aeO  j 

^-(I6l^I5-f-«o^oôI4>in(3^-^^4.68•/I'-f«  45',3i) 
il     ^  ^  —   i5',a8  sin  (3^  —  4^^  —  6i«460 

+   ia*,a7  tin  (3^  —  a^'  —    9*35') 
-*-     9*,5o  sin  (3^'—    q   4.  69045') 

-H  ii>5«n(9'4-43»5â50— 5^44Mn(a^4.43•5S^ 
-*-   ii^ia  sin  (4^  ^  5^  -J.  5g#  ^y^ 

—  5*,i3  tin  (a^  —    ^  ^  i7«  5^) 
•+•  i',ai  tin  (4^  —  3^'  —    3»  a8^ 

—  o%88  sio  (5^  :-.  6/  —  65<>  77 
+  ©•,74  tin  (/  +    9  4-  67»  4') 

-f-r-f-     «•,59  sin  a^—^^)   l 
(  +     o',o5  sin  3(^  ^  q").) 

On  a  réuni  sous  une  même  parenthèse  les  iné^ 
galités  qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
table,  La  réduction  à  l'écliplique  se  fera  par  les  mé- 
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thodes  ordinaires  ;  elle  est  égale  à    . 

Le  rayon  vecteur  r'^  de  Jupiter  sera  déterminé  par 
la  formule  suivante  : 

r«v  =  5,108760  •+•  t  o,oooo3S4 

/—  (o,^5o358  -f-  t  0,00079164)  cot    (q  —  ••▼) 
1—  (o,oo6oaa  -f-  f  o,oooo384)  cot  »(?  — 
■*"  ^—  (oyOooaiS  -f-  t  o»oooooai)  co»  3(^ 


(0|Oooog3  -f>  t  Q, 000000)    cos  4(7 
0,000647.  co«    iq  —  7') 


-•-)    l 

{0,000647  co«  {q  —  7')  1 
—.0,001771  cos  %{q  —  ^0  > 
—  0,000289  cos  3(<7  —  7O    J 

—  0,000279  cos  {  q  —  a</'—  35*  480» 

—  0,000919  cos  {2q  —  3/  —  67*  550 

—  o,oo3oao  cos  {3q  —  5q'  «^  5S^  Y) 
-f-  o,oooa38  cos  {^q  —47'  —  6i»  la*) 

—  o,ooQia9  cos  {^q  —  a^^  —  ia*4') 

—  o,oooo65  cos  (/  -f-  a9»  rT)  4-  0,000074  cos  (aqf  -f  n^iO 

—  0,000193  cos  (5^'—  17  — '  i5*  33f) 
4-  0,000091  cos  (5^'—  47  +  »4**^0« 

Enfin  p  pour  déterminer  la  latitude  de  Jn^ter  au-^ 
dessus  de  Védiptique  vraie,  on  aura 

eT^'^  =  (i*^  19'  a'',7  —  t  o'',22$o6)  sin  (^^  —  «"> 
+  o",655i  sin  (  j  —  ag'  —  55*  54') 
4-    i>7n  sin  (2g  — Sj?  ~  55*V), 
+  ii",5986  sin  (5j  —  5g'  +  5o*26'>  ^ 
—  o",9978  sin  (/  +  55^^54^). 

En  rassemblant  de  même  les  différentes  înégalitéà 
déterminées  chapitre  YUI,  on  aura  pour  la  longitude 
héliocentrique  de  Saturne  la  formule  suivante  : 
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i>V  r=  ^  -f,  t  So^aaSSo 

f       (a3.i54''^4o  —  t  l^a783)  tin    (9'  —  »▼) 
)-f      (8ii'',96  —  <  o^ogôi)  sm  ii{q'  - 
(39",48  —  «  o",oo66)  sin  3(</' 
(a%ï9  T-  «  9*>OÔo5)  çin  4{^<  —  ml) 
a9'',4b  sîn    (^  — /  +  77045/) 
Si^Sg  sin  2(7  —  7O 
e^eS  sin  3(7  —  7O 

^•,71  8În"5(7  —'7') 
ii",a7  sin  6(7  -  7'} 
?*.'^"«n-7(7— V) 

—  (4i4"»83  +«o^oaa7)  sin  \q  -V  —  ï3«57'  -f-  nhSo) 

—  (eSa^Sg  —  «  o,o38i7)  fin  (a^  —  4^*  4-  59»34'  —  «  6o*,76> 

—  (48",89  —  t  o,ooo366)sin  (3/—    4y  4-  7804'  —  «  34^^55} 

—  24">37  sin  {iq  —  3<y'  4-  .ao»450 
4-  11-44  sin  (^  4- 84*360 

—  i3"ia,  sin  (4^  ^  ^  4-  55»  55')      .,  .      . 
4-      4",966sin(37.7-  49/  -  6r»4Ô') 

4-  3',o6  sin  (a^  t^    <?'  4^  3o«  45') 

4-  a*,97  sin  [Zq  —  5^'  4-  Sg»  la') 

4-  i^^i  sin  (4<3f  —  57'  —  6io  ^) 

'  '  4-  o^53  sin  (57  ~  67;'  —  6i«»  53') 

i—    ioV7sin    (7'  — 7")  ) 

+    i5*',73  6itta(7'-7*')  ( 

4-      o«,34sin4(7'-.  7")  y  j     . 

4-    io%7i  «n    (/ —  87'' 4- 73*'iiO 
'    .  df-  vaQ^eS  sin  («t'  ^-.3^*  +  ^4031').. 
4-      i^eS  sin  (V  — '  V  —  89**«Ô 
4-    ri*,4**n'(7^  — ^«^30^), 

La  réduction  à  Fécliptique  est  égalé  à 

Le  rajp^  .vecteur  de  Saturae  sera  donné  par  la  for- 
mule suivante  :  . 
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fV    =  9,557777   —  t   0,0000167 

r^  (0,534988  -h  t  0,00000966)  COS  (</  —  #?)  -y 

1—  (o,oi5oo5  -f-  t  0,00000167)  COS  a(<7'  —  •▼)  | 

(0,000634  +  '  0,00000011)  co»  3(9^  —  •▼) 

|—    O,0OO09a  CQ8  4(ç'  —  tt^) 
^— *   Oy 000339  *^®'    &?'  ■"  *<>"  >>') 

(0,00763    cofl    (/  —  47  —  4»i5')  1 
-f-   o,ooi4o    co«  2(9'  —  <7)  f 

-f-  0,00034    c»«  3(/  —  Ç)  *^ 

-f-   0,00549    coi  (9  —  «9'  —  ii^ioO 

H-(o,oi479— <  0,000000734)  co»(a9  — 49'-f  590a8'— t63ViJ 

—  0,00119  coi  (37'  —    9  —  900  la') 

—  o,ooi55  C08  (39'  —  «9  4-  33055') 

—  o,oooai  cof  (39  —  47'—  GiOaSO 
-#-  o,ooog5  cot  (59'  —  39  -f-  3a«3a') 
-h  0,00016  coi    (9'  —  g") 

—  0,00043  coi  2(9'  —  g") 

—  0,00066  co»  (39^  —  39"  4-  a3<>44'). 

Enfin,  la  latitude  de  Saturne  au-dessus  de  le^ 
cliptique  vraie,  sera  donnée  par  la  formule  suivante  :. 

s^  =  (2«29'5o",5  —  ^o",i55i57)sia(p^— a^) 
,     f       3",  18  sia  (2g'  —    9  +  55*54')1 
{+  9".5i  sin  {4q'  _.  ay  —  6o-  24'}) 
+  o",53  sin  (a^r  —  5q'  —  55^54') 
+  i",8i  sin  (  ç  +  53- 54') 
~  0^67  sin  (2?  —  Sj"  ~  54^  8'). 

Les  expressions  précédentes  différent  peu  des  fôr-^ 
mules  employées  par  M.  Bouvard  dans  laconstructioa 
de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne,  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradlejr  et  Maskeline,.  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptique.  La 
plus  grande  erreur  ne  s'élève  qu'à  12"  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  et  de  Ych^ 
servation  sont  beaucoup  moindres  relativement  à  Sa- 
turne ^  tandis  qu'il  y  a  5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète  s'élevaient 
quelquefois  à  22'.  Laplace  s^est  assuré  aussi  que  ces 
formules^  qui  représentent,  avec  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer,  les  observations  modernes^ 
représentent  également  bien  les  observations  de 
Flamsteed  ,  celles  des  Arabes  et  lès  observations  an- 
ciennes rapportées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n'eût  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  viens  de 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m'a  in- 
diqué de  rectification  importante  à  faire  aux  valeurs 
calculées  par  Laplace ,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  du  carre 
des  forces  perturbatrices.  11  serait  à  désirer  cepen- 
dant qu'on  comparât -de  nouveau  les  formules  ainsi 
rectifiées  aux  104  oppositions  de  Jupiter  et  Saturne 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tables  de  M.  Bou- 
vard ;  les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles:  mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l'a  dit  n°  87 ,  pour  la  masse  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à  peu  près  celle 
qu'avait  donnée  Newton ,  une  correction  qui  rappro- 
cherait sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  de& 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  élongatiôns  <le& 
satellites  observées  par  M.  Airy. 
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CHAPITRE  XXII. 


Formation  des  Tabips  astronomiques  par  la  compa* 
raison  des  observations  et  de  la  théorie.  Détermina^ 
tion  du  plan  ins^ariablen  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires. 

II 4-  Nous  alloQS  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  planétaires,  et  montrer  comment,  par 
le  concours  des  observations  et  des  formules  de  la 
théorie,  on  peut  s  élever,  de  siècle  en  siècle,  à  la  con- 
naissance plus  exacte  de  tous  les  mouvemens  célestes. 
Nous  entrerons,  à  cet  égard,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s'occupent  spécialement  de  cet  objet ,  mais  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
monde ,  et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné , 
combien  la  détermination  théorique  des  inégalités 
séculaires  et  périodiques  des  mouvemens  planétaires, 
a  d'influence  sur  les  valeurs  des  élémens  d'où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques ,  et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus^ 
pour  donner  à  ces  tables  toute  la  précision  que  les 
observations  comportent. 

Dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  on   doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  ëlémens  de 
leurs  orbites  comme  à  peu  près  connus  ,  et  ils 
n^ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu'on  déter- 
Qiinera  à  mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à  faire  connaître  les  valeurs  exactes  des  masses, 
et  les  coefBciens  indéterminés  que  nous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules ,  et  qui  représentent  les 
corrections  dont  les  masses  que  nous  avons  adop- 
tées sont  encore  susceptibles,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  l'on  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malheureu- 
sement les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes,  et  les  modernes  trop  rapprochées ,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  de  cette  manière  les  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées,  on  est  obligé  d'employer,  à  leur  dé- 
faut, les  inégalités  périodiques  résultant  d'un  grand 
nombre  d'observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  autres  élémens 
du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela ,  on  réunira  un  grand  nombre  d'ob- 
servations faites  avec  de  bons  instrumens ,  par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  .On  convertira 
d'abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
Taberration  et  de  la  nutation,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrique,  c'est-à-dire  vues  du  centre 
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du  Soleil,  parles  formules  connues,  et  l'on  effec- 
tuera les  mêmes  opérations  sur  toutes  les  observa-* 
tions  dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
des  taUés  prpvisoires.qui  récitent  des  formules  pre^ 
cédantes^'  disposées  comme  oq  l'a  vu  n^  107,  on  calcu* 
l^ra  la»  longitudes  et  lès  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques;  Si  ce&  tables  étaient  exactes  et 
lés  observations  d'une  rigoureuse  précision ,  les  va- 
leurs résultantes  de  l'observation  et  du  calcul  dé- 
vrakutêtre  identiquement  les:  mêmes;  leis  différences 
seront  doncl'erreur  des  tables,  puisque  l'on  suppose 
que  Ton  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d'une  très  petite  quantité 
chacun  dès  élémens  de^l'erbité  elliptique,  ainsi  ^ue 
lès  valeurs  des  masses  perturbatrices,  dans  l'expres- 
sion dé  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète^  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie ,  on  aura 
autant  d'équations  de  condition  entre  les  corrections 
^'on  a  &it  subir  aux  élémèns  elliptiques  de  la  pla-* 
nète  et  aux  masses  perturbatrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  plus  grand  nombre 
tpie  les  inconnues  qu'elles  renferment,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  maiiière  à  réduire  leur  nombre  à  celui  des  incon- 
mies ,  et  en  les  résolvant  par  les  méthodes  ordinaires 
d'élimination,  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  quan-^ 
iités.  On  aura  ainsi  le  moyeu  le  plus  exact  que  l'on 
puisse  employer,  dans  l'état  de  perfectionnement 
qu'a  atteint  l'Astronomie  théorique  et  pratique,  pour 
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arriver,  par  des  corrections  successives,  à  la  détermi-' 
nation  exacte  des  masses  et  des  ëlémens  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  V  la  longitude  héliocentrique  de  m  dé- 
iluite  de  l'observation ,  et  Y  cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes  p  on 
des  tables  provisoires  qu'on  en  aura  déduites ,  et  soit 
cTV  la  variation  de  V  résultant  des  corrections  de 
chacun  des  ëlémens  qui  entrent  dans  son  expression , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
donnera  V5=V'+cr,V,  et  par  conséquent 

crv  =  v'  — V. 

Si  Ton  désigne  par  F,  P'',  etc. ,  Içs  perturbations 
«qu'éprouve  la  planète  m  par  l'action  des  planètes  m!, 
m",  etc. ,  en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé ,  on  aura 

en  n'ayant  égard,  pour  plus  de  simplicité,  qu'au 
premier  terme  de  réquation  Au  centre,  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  considération 
des  autres  termes,  seraient  absolument  insensibles.  De 
même,  W  ne  conservera  dans  P',  P'',  etc.,  que  les  iné- 
galités ajQTectées  des  coef&ciens  les  plus  considérables. 
,  Si  Ton  différent îe  par  rapport  à  la  caractéristique.  J^ 
CQtte  expression  ,  en  faisant  varier  les  constantes  du 
mouvement  elliptique  et  lés  masses  perturbatrices  m', 
ïw'Vetc,  quç  pour  abréger  on  fasse.  pcsTî^.-f-fi^ — o^ 
on  aura 
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et  par  conséquent  ^  entre  les  variations  ti'n,  J'ê,  etc.^ 
on  aura  l'équation  de  conditibn  suivante  : 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable., et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés ,  fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  Jh, 
J'î,  J^e,  cTâi  f  et  celtes  des  masses  perturbatrices  m\ 
m",  etc. 

Les  observations  de  la  latitude  fourniront  des 
équations  semblables^  qui  serviront  à  corriger  les 
deux  autres  élémens  de  l'orbe  elliptique ,  c'est-4i- 
dire  ceux  d'où  dépend  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet,  si  Ion  nomme  (p  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m 
B  l'écliptique  fixe,  cl  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant, et  S  le  sinus  de  la  latitude,  on  aura 
S=:sin^sin(y-— €»);  en  différentiant  par  consé- 
quent par  rapport  à  ^  et  à  ce ,  on  aura 

«TS  =  cT^  cos  ^  sin  (V —  a)  —  J^et  sin  ^  cos(y — a). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée ,  et  S  le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

.  :<r^  cos^  sin  (V  —  a) — «Ta  sin  (p  bos  (V  —  a)= S'  — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En  appliquant  à  ces  équations 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  facile  d'en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  J'(p  et  cTct,  de  ma* 
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nîère  k  satisfaire  le  plus  exactement  possible  à  l'^n-* 

semble  des  observations. 

Avec  les  élëmens  elliptiques  et  les  massc^s  pertur- 
batrices ainsi  corrigées  ^  on  construira  de  nouvelles 
tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  prëcpion  que  comportent  les  observationis  que 
Ton  a  employées.  Chacune  de  celles  qu'on  fera  dans 
la,  suite  ;^  comparée  aux  résultats  de  ces  tables ,  four«^ 
nirat  dé  nouvelles  équations  de  condition  que  l'on 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d.'en  rassembler  un  assez  grand  nombre ,  en 
combinant  entre  elles  les  équations  de  conifition^ 
tant  anciennes  que  modetnes  ^  on  déterminera  une 
seconde  fois  les  corrections  des  masses  et  des  éle- 
mens  elliptiques  avec  lesquels  on  construira  de, nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  coji- 
tinuant  de  la  même  manière,  et  en  répétant  cette 
opération  à  des  intervalles  de,  dix  ou  yingt  ans,  on 
parviendra,  par  des  approximations  suecessives^  à 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à  les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
cision. 

C'est  de  cette  manière  qu'ont  déjà  été  construites 
deux  fois  depuis  U'ente  ans,  les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus ,  que  l'on  peut  regarder,  pour 
l'ordre  et  la  clarté,  comme  un  modèle  en  ce  genre. 
Ces  tables,  celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins,  représentent  avec  un  grand  degré  d'exac- 
titude toutes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  l'on  pourrait  ajouter  encore  k  leur 
précision ,  en  rectifiant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Japiter  et  de  Saturne,  omises  par  Laplace, 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  Il  se-*- 
raît  surtout  à  désirer^  comme  je  lai  dit,  qu'on  reprit 
sous  ce  point  de  vue  la  discussion  des  équations  de 
conditiob.qu'a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des'  observations,  pour  s'assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront,  ne  donneraient  pas  à  la 
niasse  ^de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu'on  a  conclue  des  élongations  de  ses  satel- 
lites, diaprés  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulté  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mouvemens  de  Cénës,  Junon  et 
Vesta; 

Les  tables  d'Uranus  qui  avaient,  lors  de  leur  fbr«- 
matiop,  toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit*on  ,  que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro* 
chées  cependant  de  cette  époque.  U  faut  l'attribuer  sans 
doute  à  ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  fut  rangé  parmi  les  planètes,  n'ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables,  àcause  de  leur  peu  de 
précision ,  et  que  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1781 
u'étaienl  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  On  a 
cru  aussi  qu'il. serait  possible  que  cette  planète,  qui 
s'éloigne  à  de  si  grandes  distances  du  Soleil,  dans 
les  espaces  où.  nos  meilleures  lunettes  nç  peuvent  la 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu'il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu'après  un  intervalle  de  temps 
assez  considérable  pour  qu'on  ait  pu  réunir  un  grand 
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nombre  d'observations  et  former  de  nouyellès  tabler 
de  la  planète.  On  s'assurera  alors  si  ces  tables^  plus 
exactes  que  les  premières^  sont  encore  insuffisantes 
pour  représenter  ses.mouvemens. 

ii5.  Nous  avons  donné,  dans  le  n^  jg,  livre  II, 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde ,  c  est-à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  nous  avons  indiqué 
Tilsage  qu'en  pourraient  faire  les  astronomes ,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacemens  des 
orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nus. Si  Ton  nomme  y  l'inclinaison  du  plan  inva- 
riable à  Técliptique  fixe  de  1800,  et  II  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan ,  on  a ,  par  le 
numéro  cité, 

tang  >  sm  n  == ^    \    ■     ^ — ,  / 

tang^cosn  =  ^— -\--  -  — .  ^ ,\ 

le  signe  2  représentant  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  relatifs  aux  planètes  m',  m"^  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d'elles,  dans  ces  formules,  à  la 
place  de  m,  a,  e,  (pet  a,  leurs  valeurs  données  n*  88,. 
on  a  trouvé 

n  =  io3«  8' 45", 

En  remplaçant  ensuite  e ,  ç  et  a  par  leurs  valeurs 
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relatives  a  rëcliptiqtte  fixe,  calculées  pour  l'époque 
de  2OO0  d'après  les  formules  du  ^b*  gt ,  on  a 
trouvé 

n  =  io5<>   8'5o", 

Ces  valeurs  s'écartent  peu  des  précédentes  ;  les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont-peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires. U  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  làj  longitude  du  nœud  que  sur  l'inclinaison ,  ce 
qui  lient  à  ce  que  l'inclinaison  ^  du  plan  invariable 
sur  Fécliptique  étant  peu  considérable ,  les  numéra- 
teurs des  équations  (i)  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  tanglT 
éta^nt  donnée  par  la  formule 


tang  n  =  .^  ^ — ' , 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  2/»  \/a(ï  —  e*  )  sin  ^sina  e 
2m  v/a(i  —  c*  )  sin  ^cosât,  peuvent  en  produire  de 
<:d|^îdérables  dans  la  valeur  de  tangll ,  et  par  suite 
dan9  celle  de  l'angle  n.  ^a  même  remarque  s'ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes,  aux  formules  qui  donnent  la 
position 'de  l'orbite  troublée  par  rapport  à  l'orbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta-^ 
Tome  III.  54 
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blie  k   fixité  du  plan  invariable.  Cepe&dant^  daûé 
un  chapitre  consacré  spécialement  à  montrer  les  se- 
cours que  la  théorie  peut  fournir  à   rAstrononiie 
pratique,  nous  devons  resti^indre  les  idées  peut-être 
exagérées  que  l'on  pourrait  se  former  de  l'utilité  de 
ce  plan  de  direction  constante,  pour  la  détermina-» 
tion  des  mouvemens  célestes.  En  effet ,  pour  que  la 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels,  il  faudrait  qu'on  pût  déduite ,  pour  une  épo- 
que quelconque,  des  données  fournies  par  l'observa- 
tion, la  position  de  Forbîte  de  chaque  planète  rela- 
tivement à  ce  plan.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu; 
ainsi,  par  exemple,   au  moyen  des  équations  (i), 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
Técliptique ,  à  un  instant  donné  ;  mais  pour  en  con- 
clure réciproquement  la  position  de  l'écliptique  rap- 
portée au  même  plan ,  et  pouvoir  la  comparer  à  celle 
qu'avait  cette  même  écliptique  à  une  autre   époque 
quelconque ,  il  faudrait  qu'il  existât  sur  le  plan  in- 
variable une  droite  fixe  d'où  les  longitudes  ^fussent 
comptées.  En  considérant  alorç  le  triangle  spbérique 
compris  entre  la-  droite  fixe ,  la  ligne  des  équinoxes 
et  l'intersection  de  l'écliptique  et  du  plan  invariable, 
triatigle  dans  lequel  on  connaîtrait  l'angle  y  formé 
par  lel^  detix  plans,    le  c6lé   II  compris  entr^la 
ligne  des  équinoxes  et  l«ur  Intersection  commune^ 
et  le  côté  compris  entre  cette  même  ligne  et  la  droite 
fixe ,  on  déterminerait  à  chaque  époque  riuclinaison 
de  l'écliptique  sur  le  plan  invariable  et  la  longitude 
de  ses  nœuds  par  rapport  à  une  origine  fixe;  sa  po- 
sition serait,  par  conséquent,  entièrement  détermi- 
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làée.   Noufi  avons  vu,   n^  aa  ,  livre  I,  qu'en  fai- 
sant abstractoia   de  toute  attraction  étrangère ,  et 
en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent^  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire  était   emporté   dans  l'espace  d'un  mouve-* 
ment  rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a  proposé 
d^adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre^  pour  la  ligne  fixe  d'où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet,  cette  ligne 
et  ce  plan   sont  peut-être  les  deux  seules  choses 
invariaUes  que   nous  connaissions  dans  la  nature. 
IMais  pour   réaliser  cette  idée ,  il  faudrait    que    la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fut 
dès  à  présent  bien  déterminée  par  l'observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent ,  et  facile  à  retrou- 
ver à  chacune  dés  époques  futures  oii  l'on  voudra 
faire  usage  du  plan  invariable^  c'est  ce  qui  n'a  pas 
lieu  et  ce  qu'on  pourrait  tout  au  plus,  espérer  des 
|)«ogrès  4^  Id  science  ^  dans  un  avenir  très  éloigné. 

he  plan  invariable  aujourd'hui  peut  donc  £aiire 
connaître  simplement  les  variations  d'inclinaisons  des 
:orbea planétaires  sur  ce  plan;  mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à  trouver  une  droite  fixe  qm  put  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds, 
tonte»  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effet  > 
ce  qui  ^rtout  in^porte  aux  astronomes,  c'est  d'avoir 
les  variations  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à  un 
plôti  immuable,  puisque  c'est  à  l'écliptique  qu'ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes  j  or,  comme 
Fiôdinaison  du  plan,  invariable  sur  l'écliptique  fixe  est 
très  petite^  il  en  insulte,  comme  on  l'a  vu,  que  la  lo&- 
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gîtude  de  ient  intersection  commnne,  et  par  suite ,  là 
longitude  du  nœud  de  Técliptique  fiite  ou  mobile  sur 
le  plan  invariable  qui  s'en  déduit ,  ne  peuvent  jamais 
être  déterminées  avec  une  précision  rigoureuise*  Ain- 
si,  de  légères  erreurs  dans  les  observations,  ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  négligées 
dans  les  approximations  d'où  se  déduisent  les  élé-^ 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en' produiront  de 
considérables  dans  lé  rapport  de  deux  quantités 
2 . m\/a{ i-T-e*) sîn ^ sin a  et  2mv/a(i — ^^e*)sin^cosa, 
et  par  suite,  le  nœud  deFécliptique  sur  le  plan  fixe 
piaraîtra  avoir  beaucoup  variée  sans  que  ce  nœud 
ait  subi  des  déplacemens  considérables.  < 

Heureusement ,  dans  l'état  actuel  de  ^Astronomie, 
la  considération  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire  ; 
son  utilité  pourrait  se  faire  sentir^  si ,  après  Tune  de  ces 
grandes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  les 
sociétés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  a  être 
interrompue  pendant  plusieurs  siècles,  à  l'époque  où 
la  civilisation  se  ranimierait ,  on  voulait  connaître  les 
véritables  déplacemens  qu'ont  subis  dans  l'intervalle 
les  orbes  planétaires,  indépendamment  des  mourve- 
mens  propres  qu'ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors- 
que des  observations  faites  avec  la  précision  qu'elles 
oïi't  aujourd'hui,  formeront  une  longue  série  de  phéno- 
mènesdont  la  suite  n'est  jamais  interrompue,  les  mou-^ 
veniehs  de  l'écliptique  et  des  équinoxes  pounxMit  se 
déduire  directement  dé  la  théorie  et  de  l'observation, 
avec  toute  la  précision  nécessaire  pour  qiie  le  secours 
du  plan  inmriable  devienne  tcmt^à-fait  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  efiet,  que  jusqu'ici  les  astronomes 
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en  aient  fait  ancuo  usage.  CepeiuIaDt,  la  découverte 
4u plaa  ii^variable f  par  Lapla^ce  /n'en  doit  pas moina 
éftre  regardée  comme  un  beau  théorème  d'analyse, 
déduit  d^  lois  primordiales  du  mouvement,  et  les 
forn^ules  qui  le .  déterminent  forment  entre  les  varia- 
.tions  séculaires  des  élémens  elliptiques  des  orbes  pla- 
nétaires ,  de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
servent  à  vérifier  leurs  valeurs.    . 

1 16.  Les  variations  séculaires  des  élémens  ellipti- 
ques, en  se  déveiloppant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor- 
rections que  doivent  subir  les  masses  des  planètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées ,  déduites  de 
la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations 
aux  formules  de  )a  théorie,  peuvent  être  déjà  regar« 
dées  comme  très  approchées,  et  sont  ce  que  l'on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l'état  actuel  de  la 
science.  La  masse  de  Mercure,  déterminée  d'une 
manière  empirique,  laisse  seule  beaucoup  d'incer^ 
titude;  mais  cette  masse  est  si  peu  considérable,  et 
les  effets  qu'elle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu'il  ne  peut  résultev 
d^  son  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire* 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite.de  Jupiter  faites  par  IVI.  Airy  dans 
ces  derniers  temps,  ont  considérablement  augmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Pound ,  contemporain 
de  Newton,  et  les  seules. qu'on  eût  employées  jus- 
qu'ici pour  déterminer  la  valeur  de  cette  mass«.  Il 
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était  à  désirer  que  ces  observations  fbàsent  Vérifia 
avec  le  plus  grand  soin  ;  notis  avons  appris  que 
M.  Arago  s'en  occupe  en  ce  mçment^  et  les  resul-^ 
t9ls  satisfaisans  qu'on  a  droit  d'attendre  d'Un  obser- 
vateur si  habile^  seront  d'un  heureux  auguré  pour  la 
nouvelle  direction  qu'il  vient  d'imprimer  à  l'Observa -^ 
toire  royal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Ârago  étendra  ses  recfaercbes  aux 
éloQgations  des  satellites  de  Saturne  et  d'Uranus; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
Jupiter  ;  mais  c'est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  Fattention 
des  astronomes ,  et  qui  ne  peut  rë^er  plus  long-temps 
indécis*. 

L'observation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
fixer  l'attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  été 
^devancés,  sur  cet  objet,  par  les  savans  de  l'autre 
côté  du  Rhin ,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d'observations  exactes,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
premier  avantage  qu'ils  en  ont  retiré,  est  upe  correc- 
tion importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  que  l'on 
avait  adoptée  depuis  Newton. 

Mais  en  même  temps  que  l'Astronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu'elle  a  *jàdis 
occwpé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localités 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment,  nous 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu'il  est  un  héri-^ 
tage  que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  légué  à  leurs  successeurs  ^^  et  qui   ne  doit  pas. 
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péricliter  en  lenrs  mains;  c'est  le  dépôt  de  nos  tables 
astronomiques.  Nous  avons  de  très  bonnes  tables  dçs 
mouvemens  de  Jupiter  et  Saturne  ;  les  tables  dUra* 
nus  y  de  Vénus,  de  Mars,  de  Mercure  laissent  à  dé-^ 
sirer.  Mais  avant  lout^  et  comme  base  des  autres  tra- 
vaux ,  les  tables  du  Soleil ,  calculées  par  Delamhre , 
doivent  être  reprises  ;  nous  devons  à  notre  honneur  de 
ne  pas  nous  laisser  gagner  de  vitesse  sur  ce  point.  Pour 
effectuer  cette  entreprise  y  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France  ne  manque  ni  dé  calculateurs  babilesj,  ni  de  sa-* 
vans  géomètres  pour  les  diriger  ;  les  tables  anciennes 
serviront  à  en  constniire  de  nouvelles  plus  exactes  quo 
les  premières,  ce  Ainsi  les  travaux  des  astronomes,  en 
s'ajoutant  sans  cesse  à  ceux  des  astronomes  precédens , 
donneront  enfin  le  plus  haut  degré  de  précision  aux 
tables  astronomiques  et  aux  valeurs  dont  elles  dé- 
pendent (*),  » 

Quant  h  nous,  nous  terminerons  ici  ce  que  nous 
avions  it  dire  sur  la  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde  qui  traite  des  inégalités  planétaires.  Ce  sujet 
nous  a  déjà  faiA»dépasser  les  limites  que  nous  nous 
étions  prescrites,  mais  sa  haute  importance  exilait  ce 
sacrifice.  Nous  avons  exposé,  dans  la  théorie  des  per^ 
turbations  des  planètes,  les  méthodes  les  plus  ingé- 
nieuses que  les  géomètres  aient  inventées  pour  les 
déterminer;  nous  avons  donné  ensuite  les  expressions 
numériques  de  toutes  les  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  en  résulter  dans  les  mouvemens  célestes , 
en  employant  les  élémens  elliptiques ,  et  les  valeurs 
1 . 

(*)  Mécanique  céleste,  livre  X. 
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des  niasses  les  plus  concordantes  avec  les  observations.. 
L'exactitude  arec  laquelle  ces  formules  représentent 
les  plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  par* 
Tenues^  montre  que  les  mouvemens  planétaires  ne 
sont  soumis  à  l'influence  d'aucun  corps  étranger  aa 
système  solaire,  et  que  la  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parfaitement  assurée.  La  grande  loi 
de  l'attraction  universelle  suffit  à  tout  ;  il  n'y  a  pas 
une  inégalité  des  mouvemens  célestes  qui  n'&i  dé^ 
rive  avec  une  admirable  précision;  et  lorsque,,  dans 
ces  mouvemens^  quelques  anomalies  étranges,  qui 
semblaient  échapper  à  toute  explication,  ont  fait 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  gêné-- 
ralité ,  on  a  bientôt  reconnu  que  le  défaut  des  mé- 
thodes ou  l'insuffisance  des  approximations  avaient 
seuls  empêché  d'en  reconnalU*e  d'abord  les  causes 
simples  et  naturelles.  Il  n'y  a  pas  long-t^mps  enoore,. 
quelques  géomètres,  pour  expliquer  là  différence  des 
valeurs  de  la  masse  de  Jupiter ,  déduises  du  calcul 
des  inégalités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon- 
damentales des  tables  de  M.  Bouvard,  avaient  supposé 
que  l'attraction  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas 
seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances,  mais 
encore  de  la  substance  du  eoips  sur  lequel  ellp 
s'exerce,  et  qu'ainsi  il  était  nécessaire  d'emfJoyev 
pour  Jupiter  une  masse  différente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Junon,  Gérés  et  Yesta.  Mais  les  observa- 
tions de  M.  Âiry,  en  montrant  que  l'attraction  de 
Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu'il 
exerce  sur  les  petites  planètes,  a  déjà  en  partie  cé^. 


Digitized  by 


Google 


DU  SYSTÈME  DU  IfDNSB.  53^ 

futé  cette  assertian^  et  le  nouveatt  trayaîl  dont  s'oc- 
cope  M.  Bouvard,  ne  laissera  bientôt  certainement 
aucun  doute  k  cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obligés  de  renoncer  à  cette  admirable  simplicité  qui 
est  Tun  des  caractères  distinctifs  de  la  grande  loi  dé-^ 
couverte  par  Newton.  L'action  de  la  gravité,  en  rai- 
son directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, est  la  même  sur  tous  les  corps  j  quelle  que 
soit  Wr  nature;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  des  planètes  et  des  satellites; 
elle  s'applique  avec  la  même  précision  k  la  déter- 
mination des  perturb;^tions  des  comètes,  quoiqu'elles 
semblent  composées  de  substances  partictdières;  en- 
fin ,  si  l'on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  Laplace 
sur  l'origine  du  systètw  planétaire,,  cette  loi  est 
l'unique  agent  qu'ait  employé  lasupoème  intelli- 
gence dans  la  création  du  monde  physique..  Ainsi, 
seule  elle  a  présidé  à  sa  formation ,  comme  seule 
elle  sufEt  aujourd'hui  à  sçs  mouvemens  et  à  sa 
çon^ervatiop. 


FIN  DU  TROISIÈME  VOLUME. 
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NOTES 

RELATIVES  AU  LIVRE  VI. 

NOTE  PREMIÈRE. 

S^ur  têxpression  de  la  fonction  perturbatrice. 
{Vojrez  dbaç.  P'.) 

Pour  simplifier  dans  le  n**  i  du  livre  VI ,  nous  avons  choisi 
pour  plan  de  projection  un  plan  passant  par  la  commune 
ittterséetloil  dés  orbites  de»  planètes  m  et  m'  ;  mais  il  est  aisé 
de:vpir  qoQ  Têxpression.  d^  la.  lonelion  R  x^ui  en  r^uUs,  a 
c^p^ndant  toute  la  j^néralit^  dont  elle  ett  susceptible  »  ce  qui 
ti^t  À  ce  que  cette  fonction,  ne  dépend ,  comme  on  Ta  vu, 
que  des  distances  mutuelles  de  m  et  m',  et  de  leur  distance  à 
l'origine  des  coordonnées ,  et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxqueb  elles  sont  rappor- 
tées. 

En  e£ret,  soient  comme  dans  le  n®  i ,  chapitre  i*,  or,  /*,  2, 
les  coordonnées  rectangulaires  de  m  relatives  à  des  axes  quel- 
conques ^  soient  x'yj'y  z'  les  coordonnées  de  m',  faisons 

et  désignons  par  v  et  *»'  les  longitudes  des  deux  planètes  m 
et  rri  comptées  respectivement  dans  leurs  orbites ,  à  partir  de 
leur  intersection  avec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
celui  des  coordonnées  x.etj'. 
En  nommant  1  l'inclinaison  de  Torbitç  de  m  sur  le  plan 


X 

Digitized  by 


Google 


DU  STSTÈME  IRJ  MOHDE.  889 

ûxcj  H  9  la  longUude  de  sou  nœod  ascendant ,  on  ancm         ^ 

jf  =  rcosScosi; —  r  sinlcosisini;^' 
J  ==  rsin  lc#$v  -f.  rcQs9 cosiàu  v. 

En  nommant  Ô'  et  f  ce  que  deviennent  I  et  i  par  rapport 
à  iM^y  où  aiira;de  même 

ar'  ==  /cos^cosî;'—  Ksind'  cost^'ûna^', 
y  s Vsin6'coftt;'4-r  coaJ^coBJ'fmvS 
«'  ce  V  sin  i^  sin  '^^ 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p*,  on 
trouve 

l*=r»-j-/*— ar/cos(^— fl)cosvco8v' — arr'cos{sin(^'-^)sinf;cosi/ 
+  arr  cos  f  sin  (  fl'  —  9)  cos  v  sin  v' 
—  a/7'[cos  «  cos  «"  cps(  9^ — 9) + sin»  sin  T]  sin  v  sin  v' . 

0^  voit  déjà  par  cette  expreapiou  ^  qui  ne  contient  que  Tare 
6'— -9  compris  entre  les  nceuds  des  deux  orbites,  que  ^  et  par 
conséqu^t  la  fonction  R,  sont  indépendantes  dé  la  droite 
d'où  les  longitudes  sont  comptées  sur  1&  plan  fixe. 

Pour  introduire  dans  la  fonction  précédente  les  constantes 
qui  fixent  la  position  de  la  commune  intersection  des  deux 
orbites,  j'observe  quelles  angles  v  et  v  étant  comptés  des  nœuda 
des  orbites  de  fn  et  de  m' aur  le  plan  fixe,  «i  l'on  nomme  i; 
la  longitude, de  leur  commune  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première ,  et  n'  cette  même  longitude  comptée 
sur  l'orbite  de  m'j  qu'on  désigne  par  t^  et  /  les  longitudes  dea 
deux,  planètes  eomptç'es  de  cette  mente  droite  et  sur  les  plana 
de  leurs  orbites  respectives,  on  aura 

V  3;s  V  +  n  —  9,     v'  =5B  </'  +  n'  —  ô'. 

Si  l'on  substitue  pour  v  etv'  leurs  valeurs  dans  Vexpressioik 
dç  f* ,  on  aura 
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^p»»r»+r'»--<ilt'[coi(r-fl)coâ(n'-dO-co8f'i»m(r.0)8iii(ir-r)lc<)< 

—  arr'  {[cosï  coi  i'  cof  (ô'—  d)  4-  «n  i  sm  îT  sin  (IT  —  •') 

+  coti  •iii(9'—  d)coft(n'  —  fi^}  sin (i/  +n  —  0)  ooii'' 

-<-  ari'  -[co»  i  cot  i'  cof  (fl'—  fi)  +  sin  i  sin  T]  oot  (II'—  y) 

—  cos  i  sId  (Ô' — fl)  «in  (XI'  —  fl*)  }  •>'*  («^  +  H  —  8)  «în  f'. 

Cousidérona  le  triangle  spbërique  compris  entre  les  plant 
des  orbites  de  m  et  m' ,  et  le  plan  fixe  ;  nommons  I  l'in- 
clinaison mutuelle  des  deux  premiers  plans  :  Il  —  9  ,  If  •—  1^, 
et  O'  —  0,  seront  les  trois  côtés  de  ce  triangk ,  et  i8o*^  T, 
let  I  les  angles  respectivement  opposés  à  chacun  d'eux.  Par 
les  formules  de  la  Trigonométrie  spfaéricpie ,  on  aura 

cos  (n  —  6)  sscosCI'— l)cos(n'— O— cos*'sîn(8'— fl)sîn(n'— y), 
cosTsin(n-9)=cos(«'— •)sin(n'— ^)+cos/sin(l'— fi)cos(n'— O, 
cosîsin(n— 8)=sin(9'— ^)cos(lf— 0+co8rcos(#^— fl)8in(n'-^), 
sin»sb(n— 4)=  sînrsin  {ïf — 0> 

cos  I  :^  cosicos  f  +  sin»*  sin  Tcos  (I'  —  9) y 
cos(n'— 60=cos(l'— l)cos(n — 0)4-cosisin(9' — Osin(n— #). 

En  rertu  de  ces  relationS|  le  coefficient  de.  ••••••.., 

—  2rK  cos  (i'  +  ïl  —  9}  cos  v\  dans  l'expression  de  ^ * ,  se  réduit 
à  cos(H— 0>  le  coefficient  du  terme  +2rrcps(t^+n— fljsint'', 
se  réduit  à  cos  I  sin  (n  —  9) ,  le  coefficient  du  terme 

—  ar/  sin  (y-t  n  — «  9)  cos  /  peut  s'écrire  ainsi 

co8i[sin(9'  —  9)cos(n'  — 9')  +cos«'cos(9'— .8)sin(n'— 90] 

-|- sin  i  sin  jC  sîn  (h' —  y) , 

qui,  en  vertu  des  relations  précédentes  devient 

cos"isin'(n— 9)  +sin* isin(n  — -  9) ,  ou  simplement  sin(n— o9}. 

Enfin ,  le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction, 
multiplié  par  cos  (â'— -9) ,  peut  prendre  cette  forme 

[fios  i  cos  i*  +  sin  i  sin  i^  cos  (0'—  9)]  cos  (n'  —  ê') 

— cosisin(»'— 9)[cos(y— l)sin(n'— 0+cosrsin(9'-9)cos(n'-9')], 
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ou  bkn 

cos  I  [cos  (n'  —  0  —  C08 1  sin  (V  — fl)  sin  (Il  —  ^)3. 

'£n  substitàatit  pour  cos(n^  — S')  sa  valeur ,  et  divisant  par 
cos  (V  ^^B)  le  résultat ,  on  voit  que  le  coefBdeut  cherdié  se 
réduit  à  cosi  cos(n  -^0). 

On  aura  donc  ainsi 

p*==r»4- 1^*— £r/cos(n— I)c08(i'4-n-— S)cos  v' 

+  "r  cosI  sin(n — fi)  cos(i'+ll'^)*i««'' 

—  ar/  8in(n  —  J)8in(i^  +  n  —  fl)cos/ 

—  rtrr^  cos  I  cos  (n — 6)  sin(i'+n  —  fl)  sin  i'' . 

Om  ékk  rédoisamt 

f  •  :=  r*  -J-  ''*  ^"  arr^cos  i^  côs  v  —  arK  cos  I  sin  v  sin/.   ». 

On  voit  ^lie  cette  valeur  ne  dépend  plus  que  de  ^încIi-^ 
naidbn  mutuelle  des  deux  orbites,  et  de  la  position  respective 
de  m  et  'de  rrC  relativement  à  leur  commune  intersection. 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n®  i.  &  au  lieu  de  compter  lès  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites ,  ou  voulait  leur  don* 
ner  une  origine  quelconque ,  il  suffirait  de  retrancher  de  f^ 
et  V  les  angles  n  et  n^  qm  expriment  là  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 
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NOTE  IL 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  dé 
tincUnaison  et  des  no&uids.  (^djne;^  page  a4-) 

On  peut  arriTer  d'une  autre  manière  aux  formi;lei}  du  n®  49 
livre  VI. 
En  effet)  faifiops  «^  ^ 

xzssr cos(i'  —  a  ) ,/ j" ss r sîn(f  — «)cos ^ ,  z = r sin(t> -i—  «) sin^  ^ 
a:^=y ços(/— fit'),  y=/sin(/— *')cos^',  «'^=/sin(i' — tt')mk^\ 

lés  angles  «  et  Ji  désignant  les  longitudes  de  l'intersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectirrcment  l'une 
sur  le  plan  de  l'orbite  de  m  ,  l'autre  sur  le  plan  de  l'orbite 
de  m\ 

Si  l'orbite  de  m  est  supposée  très  peu  inclinée  auiplan  4xe 
des  X  et  des  ^^  et  qu'on  néglige  le  carré  de  rinclina^pn  f  de 
ces  deux  plans ,  les  coordonnées .  x  et  j-  seront  Jndf^'pç^^^wtqs 
de  ç,  et  si  l'on  fait  ;..»., 


ûn^nnee,     ç  s±4nnfcoB#;^ 
oncpnçl 


d^où  1  on  cpnçlut 


on  aura  simplement 


dK  dK 

_  =  _rcos.-, 

dK  dK 

dq  dz 


(I) 


En  différentiant  la  valeur  de  R ,  et  en  faisant  dans  la 
différentielle  zs=0y  ce  qui  est  permis  lorsqu^on  prend, 
comme  nous  le  ferons ,  pour  plan  de  projection  celcd  de  l'or- 
bite primitive  de  m,  et  qu'on  n^lige    le  carré  des  forces 
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perturbatrices,  on  a 

Si  Ton  nomme  y  rioçlinaison.mutuelte  des  deux  orbites  à 
rinstant  que  Ton  choisit  pour  époque ,  et  n  la  longitude 
de  leurs  nœuds,  en  prenant  le  plan  de  l'ocbitede  m  pour 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  des  deux  pla-« 
nètes  ,  on  aura  y  =r  ^'  e t  #•  =;  li'  ^  lî.  Par  conséquent  - 

SI  Ton  substitue  cette  valeur  dans  ^9  et  qu'ensuite  on 

Jfn 

remplace  ^  par  sa  valeur  dans  let  équations  <i) ,  on  aura 

—  t=t -- m'^^  —  pâ)'^"'^  v«»"  (•'' '^  n)  ^^^'^ 

—  =       m'^-^  — -^j/T'siny8În(i/  —  n)sini'. 

»  » 

Maintenant  >  pai^  la  subsCàtutioa  de  là  valeur  de  Y^on  a, 
n*»  I,  page  4, 

^«5s=r»+/* — arr'cos(i/— v)cos'ïy —  arKco8(*''  -f- 1»— an)8Ïn4y. 

Ou  a  d'ailleurs 


d'où  l'on  tire 


dK      dfi  dû  €m,      rfR4  dK      dR  da 

On  a  d ailleurs -=-=: -r-  -7-,  -^-5=  j--t">  jPT'^'j"   j^S 

d\f       df   dv  dy      df  d^^  dH        d^  dn^ 

ofr  trouvera  ainsi 
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If  i&nteiianty  91  l'on  multiplie  la  première  de  ces  yaleurs  par 
taDgîycosn,  la  seconde  par  -:—-,. la  troisième  par  sin  II, 
et  qu'on  les  ajoute;  qu'on  multiplie  ensuite  la  première 
par  tang  lyànU^  la  seconde  par  -: —  ,  la  troisième  par 
»—  cos  II ,  et  qu'on  les  ajoute*,  on  trouverai 

on  aura,  par  conséquent 

Par  les  formules  du  n®  44  9  ^^^^  II 1  on  a 

aruU     /4K\        .  andt     /dR\ 

On  aura  doue  enfin 

andt    r<iR      _     ^  »    «'R  .  .       ,   ^\.'  t,"I 
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On  fera  coïncider  ces  formules  avec  celles  du  n®  4  9  ^^  ^^ 
servant  que  les  longitudes  sont ,  dans  ce  numéro  ,  suppo- 
sées comptées  de  l'intersection  des  deux  orbites,  ce  qui  donne 
n  =  o  ;  qu'à  la  variable  y  on  a  substitué  la  variable  a  dé- 
terminée par  l'équation    i— cosy  =  |A'^   ce    qui    donne 

dK  .    dK  ,  ,,  .,,        dK      dK  ,  dK 

^  =  co8ij<^,  etqu  on  ad  ailleurs  — =  -^-  +  5r-. 


TOMK  m.  35 
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NOTE  III. 

Sur  les  fonctions  elliptiques,  {f^ojrez  page  87.  ) 

Si  l'oQ  fgdl  X  =  sin^y  ^=  sin  f\  la  différentielle  de  l'équa- 
tion (  C  )  deviendra 

dx fidr 

j/i— a:»v/ï— ^"^       i/i— j^V»— ^'V* 

Mri/i—  y** 
Soit  jr  =  ^-^^-=r=~=  •  ce  qui  donne 

ï/i— cV 

/*'j^^  —  (/*'  +  ^''^'Ir*  4-  ^  =  o.  (2) 

Eu  différentiant  cette  équation  on  trouve 

jrdjr dx 

a:(  1  _  c'y*)      ^'  +  c'*a:*— 2^'j-»  ' 

ou  bien  en  substituant  pour  x  sa  valeur 

• djr ptdx 

Si  Ton  multiplie  par  /k  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  Téquation  (i)  on  aura 

dx  fê^dx 


1/ 1— -a:»  »/ 1  —c'a:*      /*'4-c"^'— ^V*"^'' 
Mais  de  Féquation  (2)  on  tire 

2ii*y» = /»•  +  c'^ar»  —  \/(jc^  +  c'-a:»)'  —  4/é*a:«. 
Par  conséquent 

€/ar  <fe 


^»  V/ 1  —  ar»  V/ 1  —  c*a:»       \/0**  4-  c'^a')*  —  4^*a:»* 
Si  Ton  compare  les  dénominateurs  dans  les  deux  membres, 


on  aura 

c 


M  =  cW,      =.-c"  =  (i±-f>î; 
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d'où*  l'on  tire 


7=^> 


i/c  i  +  c 

On  aura  donc  ainsi  pour  fê  et  c'  des  valeurs  réelles ,  et 
Téquation  (i)  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x  etjr 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'expression  de  x ,  on  aura 

usïnç'  cosd>'  ,       7.V  c  c' 

siny  =    ^        — ——^     c'= — ; — ,    /*=—-, 
j/i—c'-cosV  ï+^  V/c 

valeurs  qui   satisferont  à  Tëquation  ((T) ,  n®  2a ,  ainsi  que 
nous  l'avons  supposé. 
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NOTE  IV. 

Sur  la  stabilité  du  ay sterne  planétaire.  {J^oj,  p,  227.) 

On  a  entre  les  excentWcites  et  les  tangentes  des  inclinaisons 
des  orbes  planétaires  les  équations  de  condition  suivantes  : 

e*m  v/â  +  e^ni  \/7  +  e**m"  |/?  -+-  etc.  ±=  C,  ^ 

tanf,'^m  j/â+tangym'  v/û^+  tang»ç>*'m''  v/?'+etc.^C'.  j 


Lagrange ,  dans  le  n^  1 02  de  la  section  VU  de  la  Mécanique 
analytique,  dit  :  «  It  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or* 
bites  (et  par  conséquent  les  tangentes  des  inclinaisons  ) 
qui  appartiennent  à  des  masses  très  grandes  sont  une  fois 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne  ;  mais  celles  qui  appartiennent  à  des 
masses  très  petites  pourront  croître  jusqu'à  Tunité  et  au*delà , 
et  l'on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
Fintégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  » 

Cette  remarque,  que  j'ai  développée  avec  détail  n®  56, 
parait  avoir  été  mal  saisie  par  La  place,  qu'il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet ,  après  l'avoir  reproduite  dans  le  n°  2 , 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste,  il  ajoute  :  «  Lagrange  en 
conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conserveront  toujours  une  petite  valeur  qu'en  résolvant  Féqua^ 
tion  algébrique  qui  détermine  les  coefficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e  sin  ûê  ,  e  cos  « ,  e'  sin  m\  etc., 
et  en  s' assurant  que  les  racines  de  celte  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eut^considéré  ce  que  j'ai  dit 
dans  le  n®  67  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sans  recourir  à  cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
cines sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d'après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l'observation  de 
Lagrange ,  il  est  évident  qu'il  n'en  a  pas  apprécié  toute  la  por- 
tée. En  effet ,  Lagrange  ne  dit  pas  qu'U  suffise ,  pour  que  les  ex- 
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centricitës  et  les  inclinaisoDs  soient  toujours  très  petites,  que 
réquation  dont  il  est  question  ait  toutes  ses.  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu'il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricite's  et  des  in- 
clinaisons, données  par  Tintégration  des  formules  différen- 
tielles qui  les  déterminent,  demeurent  toujours  très  petites ,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  n**  56,  livre  VI, 
soit  aussi  satisfaite ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  Laplace  tombe  donc  à  faux ,  puis- 
qu'elle ne  s'applique  pas  à  l'observation  de  La  grange  prise 
dans  son  véritable  sens. 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  cité  par  Laplace , 
nous  en  avons  reproduit  l'esprit  dans  le  n®  65  du  livre  II; 
mais  puisque  l'occasion  s'en  présente ,  nous  ferons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l'on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  céleste ,  et  qu'on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu'on  en  doit  tirer,  on  conclura  ^ 
il  me  semble,  que  pour  satisfaire  aux  équations  de  condi- 
tion (a) ,  l'équation  que  nous  avons  désignée  par  X  =  o  dans 
le  n^  56,  livre  YI ,  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  pour  que  les  ex^ 
centricités  et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéfini-^ 
ment ,  il  faut  que  cette  condition,  soitr  nécesssû rement  satisr 
faite  ;  or ,  n'est-ce  pas  ce  que  l'on  sait  d'avanoe  par  la  forme 
même  des  valeurs  des  excentricités,  et  des  inclinaisons,  et  n'esta 
ce  pas  Une  espèce  de  cercle  vicieux  dans  lequel  on  tourne  sans 
rien  prouver?  C'est  seulement ,  selon  moi ,  de  l'équation  alg|é- 
brique  X  =  o  que  l'on  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à  la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ;  et,  ce  qui  serait  à  désirer,  c'est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation,  on 
pût  démontrer  la  réalité  et  l'inégalité  de  ses  racines  ;  mais  cela 
parait  très  difficile  lorsqu'on  considère  à  la  fois  le  système  des 
sept  planètes  principales ,  et  jusqu'à  ce  qu'on  y  soit  parvenu , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s'assurer  de  la  réalité  de  ses  racines ,,  comme  je  l'ai  fait  n*^  92 
du  livre  VI , 
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NOTE  V.  {Voir  page  348.) 

Moyens  mou9emen$  sidéraux  des  planètes  pour  une  année 
julienne  de  365^  j  >  ou  valeurs  de  n ,  n',  etc. 

Mercure n  =  538ioi6^y53 

Vénus ri  =  310664194^ 

La  Terre n"  «s  1295977,37 

Mars nf=    689051,08 

Jupiter n^^=     109256,59 

Saturne n^  sa      4^99^9^'^ 

Uranus n^'sa      i5425,49 

d'où  Ton  a  conclu  : 

Distances  moyennes  dos  planètes  au  Soleil  ou  demi^  grands 
axes  de  leurs  orbites  » 

Mercure a  =  0,38709888 

Vénus a'  =8  0,72333228 

La  Terre a"  z=z  i  ,00000000 

Mars ^=  1,52369210 

Jupiter a*^s=  5,2oii5524 

Saturne d'  =  9,53797320 

Uranus tf^'=ri9, 1825x740 

.  Telles  sont  les  Taleura  des  moyens  mouvemens  et  des  dis- 
tances moyennes  qui  résultent  des  tables  astronomiques  les 
plus  récentes  ;  ce  sont  celles  qu'on  aurait  du  employer  dans 
le  calci4  des  perturbations  planétaires  :  mais  en  les  com.- 
parant  aux  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n®  88,  on  voit 
qu'il  n'en  peut  provenir  dans  les  résultats  aucune  difTérence 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  elliptiques  , 
relatifs  à  Tannée  1800 ,  que  nous  avons  prise  pour  époque, 
n'ont  besoin  d'aucun  changement. 
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IVOtES  DIVERSES. 


Sur  la  comète  de  lySg. 

L'époque  qui  s'approche  du  retour  de  4;ette  comète  à  son 
périhélie  donne  un  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à  sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  élémens 
de  l'orbite  pom^  i835,  que  j'ai  donnés  n"  47  <lu  Xvjié  III ,  ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j'ai  présentés  dans  la  Connais^ 
sancc  des  items  pour  i833  ;  mais  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultat»  i«appoftés  dans  le  livÉ^e  III  sont  ceux  qu'à  obte- 
nus M.  Damoiseau ,  comme  je  l'ai  annoncé  n*  4  '  »  \x\v^  cité  ^ 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j'ai  présenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ce  qui  m^aen^gé  à  i^ecbui^r  au  travail 
de  M.  Damoisea»  pouf  les  e^édi'ples  nuniérîqueé  qne  je  ionTaîs 
donner,  c'est  que  cet  astronome  Avaiit  adopté  la  «itvinon  seéa-- 
gésimate  du  cercle ,  que  j'ai  suivie  dahs  toatleicouri  de  cet  ôur 
vrage,  tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j'ai  préféré^ 
pour  la  commodité  du  calcul,  la  division  décimale*  Ce  'mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  VI  {Sai^fins  étrangers)  ;  j'en  ai  extrait  les  résultats  «ui- 
vans ,  cohvetf is  en  secondes  sexagésiinales,  ^t  qui  proviennent 
des  dernières'cérrections  que  j'ai  fait  subiir  aux  masses  pertur- 
batrices, et  des  altérations  relatives  à  l'action  de  la  Terre ,  que 
je  n'avais  considérée  qu'à  partir  du  périhélie  de  1759,  et  dont 
l'influencé  sur  la  comète  pendant  les  ttoiis  fnois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  ,  quoique  moins  forte  que  celle  qu'elle  a  exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l'ont  sùiiâ ,  sera  pourtant  assez 
siensible,  âiirlâ  dùr^ée  de  là  période  actuelle,  pour  qu'on  eu 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j'ai  dit 
dans,  la  no  te.  Y  du  tome  II  de  cet  ouviage* 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de   1682  et  de  1759,   faite  avec  grand  soin  pâc 
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Burckhardt  (^ ,  et  en  employant  pour  les  masses  de  Jupiter^ 
Saturne  et  Uranus  les  yaleurs  que  nous  avons  adoptées  n**  87, 
livre  YI ,  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co- 
mète a  subies  dans  l'intervalle  des  passages  de  1682  et  1769  z 

AkérMions  de  Panomalie  Altérations  da  moyen 

moyenne.  -  mourement  diame. 

TP +  I70^o^48  +  0^336854 

T) 4-   393,76  +  o,o2833ft 

:ft +   339,20  +  o»oi3963 

$ •.       »  ^^  ^f  oo65o2 

+  17743,44  +  0,372661 

Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex-» 

36o*  — s^Ç 

pression  = — ^  nommant   donc  n,   on  aura 

'^  27937 

11=  45', 75496  ;  et  en  nommant  n'rsn  -f  l^n  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1 769 ,  on  aura  n'  =  46^,  1 2761 . 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  t^5g  jus- 
qu'au prochain  retour  m'a  donné  ensuite  : 

Altérations  âe  l'anomalie  Altérations  dn  moyen 

moyenne.  mouvement  diurne. 

TP +  i356'',94  +  o%397844i 

T) +  ï979>^7  —  0,0889308 

'&. +  129,23  +0,0091954 

g +  721,47  +0,0258207 

+  4286^91  +  0,3439294 

En  nommant  T' l'intervalle  entre  le  passage  au  périhélie  de 
1759  et  te  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite,  oa 
aura 


{*)  Connausance  des  Tenu  ^ur  i8i9«. 
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n  ' 

ce  qui,  à  compter  du  12,6  mars  1759,  origine  4^  la  période , 
répond  au  12,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  e'tant  compté  de  minuit. 

M.  Damoiseau  a  fixé  ce  passage  au  4^82  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu'en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu'il  a 
employées  à  celles  qui  sont  aujourd'hui  généralement  adop- 
tées, il  n'en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8  jours  qui  existe  entre  nous  tienf 
donc  uniquement  à  celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis ,  et  à  la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à  l'instant  du  passage  sera  de 
46'',i276i  +  ©",343929  =.  46'',47i539,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  i7",997i55. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique  à 
la  même  époque ,  le  calcul  des  perturbations  pendant  l'inter- 
valle de  1769  jusqu'au  prochain  retour  m'a  donné  : 

Altérations  de  l* excentricité,  du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  rinclinaison  et  la  longitude  du  nœud. 

"Si^e  l^tê  sin  f  sin  0  sia  f  cos  0 

Tp.,.—  0,00035796  —  85o"i8  —  0,00073447  —  o,oo34a49^ 

s>  ...-f- o, 00034304  —    84,55  — 0,00010410  — o,ooo3o874 

i^... —  0^00003658  —    a3,ii  — 0,00000766  4-0,0000^593 

—  o, 00004 i5o       —  957,84         —  o,ooo846a3         —  0,00370777 

L'excentricité  de  l'orbite  ^  d'après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  1759,  était  0,9675571  ;  on  aura  donc  pour 
Tcxcentricité  en  i835,  0,9675571 — 0,0000415=0,9675156. 

Les  valeurs  de  sin  ^  sin  tf  et  sin  f  cos  tf  supposent  que 
l'on  a  pris  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  la  comète 
en  1 759.  On  en  tire ,  pour  Vinclinaison  et  pour  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  mobile  sur  ce  plan^ 

^  =  l2'64^       8  =  167^8' 36". 
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La  petitesse  des  valeurs  de  sin  ^  sin  S  et  sin  ç  cos  0  fait  que  la 
valeur  de  l'angle  9  peut  laisser  beaucoup  d'incertitude.  (  Foir 
ce  que  nous  aidons  dit  à  cet  égard  n^  1 15 ,  livre  YI.  ) 

On  a  d'ailleurs  pour  le  mouvement  direct  du  périhélie  par 
rapport  aux  fixes  , 

2c^•  =  -  957%84  ; 

d'où,  en  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  spbère  céleste, 
entre  l'orbite  de  la  comète  en  1769,  son  orbite  troublée  et  !'&« 
cliptique  vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l'orbite  de  la  comète  à  l'écliptique  *    1 7°  44'  ^ 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 35  •  44 

Distance  du  nœud  ascendant  au  périhélie.  .  •  • . .  .a49*    '  -4^ 

En  ajoutant  à  l'altération  du  nœud  1^4'^''  pour  la  précession 
des  équinoxes  dans  l'intervalle  de  76  ans,  on  aura  sa  variation 
par  rapport  à  l'équinoxe  mobile.  La  longitude  du  nœud  en  1 759 
était  53^  5o^  11'';  elle  sera  donc  au  prochain  passage  55®  3o';  et 
en  réunissant  les  résultats  précédens ,  on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  Torbite  de  la  comète  à  son  teUmr  ate 
périhélie  de  i835. 

Élémens  de  la  comète  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélicL,  i3  novembre  i835. 

Demi-grand  axe '7>99755 

Excentricité 0,9675156 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite » .  • .  3o4' 3i'  4^" 

Longitude  du  nœud  ascendant.  • 55 .  3o' 

Inclinaison  de  l'orbite  à  l'éclip tique 17.44*^4 

Sens  du  mouvement,  rétrograde. 

C'est  d'après  ces  élémens  que  M.  Bouvard  a  con^tmil 
l'éphéméride  qui  se  trouve  dans  la  Connaissance  des  Tem$ 
pour  1837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde^ 


Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet ,  mais  une  note 
insérée  par  M,  Poinsot  dans  la  6*  édition  de  ses  Élémens  de 
Statique,  prouve  qu'il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu'ont  provoquées  les  objections  élevées  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  ins^ariable  selon  Laplace  ;  il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à  persister  dans  notre  opinion  (*). 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
nous  pourrions  appeler  purement  spéculatifs,  attachons- 
nous  à  ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombres ,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  : 
mettons  d'abord  de  notre  côté  l'autorité  des  chiffres;  la 
question  sera  bientôt  tranchée. 

<c  Je  vais ,  dit  M.  Poinsot  en  parlant  du  plan  invariable  de 
Laplace ,  montrer  que  ce  plan  invariable  varie,  que  sa  varia- 
tion n'est  pas  extrêmement  petite ,  comme  on  pourrait  croire, 
mais  qu'elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équi- 
noxes ,  mouvement  sensible  dans  le  ciel ,  etc. 

»  Pour  faire  voir  sans  calcul ,  de  la  manière  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formulés  de  M.  Laplace,  il  n'y  a  qu'à  l'appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tous,  celui  où  le  système  ne  serait 
composé  que  de  deux  corps. 

»  Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil ,  et  suppo- 


{^)  II  doit  être  bien  entendu  qu'il  n'est  ici  quefition  que  delà  théorie  da  plan 
invariable,  et  cela  ne  change  rien  à  ce  que  nous  avons  dit  n^  ii5,  livre  VI,  rela- 
tivement à  son  utilité  pratique.  Nous  n'examinerons  pas  non  plus  la  question 
sous  le  rapport  des  diffîcuite's  astronomiques  que  présenterait  la  détermina- 
tion du  plan  que.ron  a  proposé  de  substituer  au  plan  invariable  de  Laplace. 
Celui-ci  est  toujours  facile  à  retrouver;  la  position  du  "plan  maximum  des 
aires  dépend  au  contraire  de  quantités  qui  nous  seront  toujours  inconnues. 
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sons  même,  afin  de  rendre  la  chose  plus  manifeste,  que  le 
Soleil  soit  parfaitement  sphe'rique,  qu'il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe ,  et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

n  Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  Torbite  de  la  Terre ,  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  Vécliptique,  de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à  lui-même  dans  Fespace, 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  l'écliptique  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible,  n 

J'ai  cité  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse,  renvoyer  au  n'  86  du  livre  VI,  où  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu'on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n®  cité  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre ,  regardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  ^  et  ^'  les  inclinaisons 
respectives  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  sur  un  plan  fixe 
quelconque ,  é  et  tf'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n®  86,  donneront 

mV/tf(i  —  e*)  cos^  +  G«cos^'=s/,  \ 

m\^a  (i  —  e*)  sin  ^  cos  fl  —  Ca» sin ^'  cos  9'  =  /',  >    (i> 
mi/fl  (i  —  e*)  sin  ^  sin  8  —  Cm  sin f '  sin  ô^  =  /*.   )  "^ 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  com« 
mune  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes,  et  qu'il  partage  l'aiigle  ^ -4- ^' que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans,  de  manière  qu'on  ait 

mV/a(i  — e*)  sin  ^  —  C#  sin  ^'  =  o.       (2) 

Les  deux  dernières  équations  (i)  donneront  fl  =  ô',  et  par  suite 
/;=o,  /'=io,  c'est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sent 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in-* 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons;  et  si  l'on 
nomme  7  =  ^-4-  f'  l'obliquité  de  Técliptique^  en  élevant  au 
carré  Féquation  (2)  et  la  première  des  équations  (i)^  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 


COSy  = 


^m{/a(i  —  e')C# 


'Si  Ton  néglige  le  carré  de  l'excentricité  e  de  l'orbe  terres- 
tre ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  une  cons- 
tante ;  l'obliquité  de  l'écliptique  ne  variera  donc  pas  ;  et 
comme  les  équations  (i)  et  (2)  donnent  encore 

/• -f- m*a(i  —  c*)  —  CV 
'^'^  =  2ma(i-0/ ' 

"^'^    =  ^ma{t-e^)l ' 

les  angles  ç  et  ç'  seront  également  constans.  Ainsi  donc,  dans 
ce  cas,  l'inclinaison  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  sur  le  plan 
û\e  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe ,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à  ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan  ;  cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe ,  et  par  conséquent 
à  très  peu  près  parallèle  à  lui-même.  En  effet,  en  négligeant 
le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a  v/a  =  a*»,  n  étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  l'équation  (2) 
donoe 

ma*n  sin  p  zrz  Cm  sin  f\ 
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En  nommant  D  le  rayon  de  Téquateur,  on  a  C  =|7»I>, 
et  par  le  n°  86  y  livre  VI ,  on  a 

—^ —  =  o,oooooo253qQ. 

En  supposant  donc  ^'=  28**  27'  5o*,  on  trouve  que  l'angle  f 
est  moindre  que  0^^,0209  ;  on  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  l'e'cliptique  se  confond  avec  le  plan  principal  de  projec- 
tion,  et  comme  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante ,  leur  identité  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l'on  considère  le  cas  général,  l'équation  (2), 
en  la  difTérentiant,  donnera  à  très  peu  près 


mtfn  j/i —  e*  ip  =  G«  cos  q/i)p'. 

En  substituant  pour  G  sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment ,  ç'  =  23®  27'  5o",  cette  équation  donne 

^^   =:   0,0000002329<^^^ 

Il  s'en  faut  donc  beaucoup  que ,  comme  l'assure  M.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l'équateur.  Nous  avons  trouvé ,  n®  98, 
i6'  16"  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  depuis 
le  temps  dllipparque  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  ^î^'=  976'',  on  aura 

J^  =  0^,000227  39. 

Ainsi  en  1928  ans  ,  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  n'aurait  pas  varié  de  2  dix -millièmes  de  seconde;  on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible ,  et  considérer,  dans 
ce  cas ,  le  plan  de  l'écliptique  comme  invariable,  conformé- 
ment à  la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativement  au 
mouvement  des  nœuds ^  comme  on  a,  d'après  les  équa«* 
lions  (i),  8=  fl',  il  est  clair  que  le  pœud  de  Tecliptique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  l'e'quateur,  en  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  ;  mais  cela  n'implique  pas  contradiction  ,  puisqu'une  va- 
riation très  légère  dans  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  plans, 
supposée  très  petite,  peut  en  prçduire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace ,  consiste  à  supposer  que  le  sys- 
tème est  formé  du  Soleil ,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas,  le  plan  invariable,  se- 
lon ks  idées  de  ce  grand  géomètre ,  est  celui  que  décrit  le 
centre  commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  ,  ce  qui 
diffère  peu  du  plan  de  l'écliptique.  Montrons  qu'en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours,  à  très  peu  près,  avec  le  plan  maximum 
des  aires  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à  celui  de  deux  pla- 
nètes m  et  m'  réagissant  Tune  sur  Vautre ,  que  nous  avons 
cQinsidéré  n®  55,  livre  II,  et  le  plan  invariable  sera  déterminé 
p^  les  équations  (i)  ,dans  lesquelles  il  suffira  de  changer G<v  en 
7»'  y/a'(i — Ô ,  m'  étant  la  masse  de  la  Lune ,  a!  et  e'  le  demi*- 
grand  axe  et  l'excentricité  de  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si  l'on  nomme  donc  ç  et  ç'  les  inclinaisons  respectives  de  l'é- 
cliptique et  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  maximum  des  aires, 
on  aura 

7?iV/a(i— c^  sin  f  =p  m'\/a'  {i  —  e'^}  sin  ç' .       (3) 
Or  on  a ,  à  très  peu  près , 

J  =  74*946,      Y/ 5  ~  ''^' 
En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  c  et  c',  et  en 
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supposant  ^'  =  5"  S'  38*,  qui  est  rinclinaison  de  l'orbite  lu- 
naire à  Técliptique ,  on  trouvera  que  Fangle  ç  ne  s'élève  pas 
à  12".  En  diffe'rentiant  l'équation  (3),  on  aura,  à  très  peu 
près,  ^ 

i^  =  î-^.COSf  ,Ap  ; 

d'où  Ton  conclut ,  d'après  les  valeurs  précédentes  , 

^  =  0,00066446^^; 

et  corame  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'éclip- 
ttque  vraie  est  constante ,  malgré  le  mouvement  séculaire  de 
l'écliptique,  si  l'on  suppose  ^(^'  =  976",  valeur  supérieure  à 
celle  qu'on  peut  supposer  à  la  variation  de  l'orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe ,  depuis  le  temps  d'Hipparque  jusqu'à  nos  jours, 
on  trouve  i^  =  o",64  pour  la  variation  de  l'orbe. terrestre  en 
1928  ans  :  ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  invariable 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  noeuds  de  l'écliptique  sur  le  plan  maximum  des 
aires,  on  a  6  =  ô',  et  d'après  les  équations  (i),  le  nœud  ascen» 
dant  de  l'orbe  lunaire  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de  l'é- 
cliptique, et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  fixe  est 
d'environ  19®  par  an ,  il  est  clair  que  l'intersection  des  plans 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  majci' 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n'empêchera 
pas  le  plan  de  l'écliptique  de  rester  toujours  à  très  peu  près 
parallèle  à  lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent ,  la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  C*'}. 


(*-)  On  ne  doit  pas  oublier  qo''il  ne  s'agic  ici  qne  d*an  cas  particulier  qoi  est 
sans  application  dans  le  système  du  monde.  Laplace  en  calculant ,  n*  39, 
livre  VII,  les  inégalités  Innaires  dues  à  la  non-sphéricité  de  la  Terre,  trouve  qoe 
6OU  ioflaencc  sur  les  déplacemens  de  l'orbite  de  la  Lune  serait  d'augmenter 
de  OfOOOooo^^nt  le  mouvement  rétrograde  des  nœuds ,  nt  étant  le  juojen 
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On  conçoit,  en  effet,  que  dans  les  deux  systèmes  que  nous 
venons  de  considérer,  comme  on  a  ys=sf  «f-f^,  et  par  suite 
iiyz=:tp  +  /!/,  si  ^  est  une  assez  petite  quantité  pour  qu'on 
puisée  la  négliger  par  rapport  à  J"^^  on  aura  simplement 
i)yz=zi^,  c'est-'àpdire  qne  les  variations  de  Téquateur  dans  le 
premier  cas,  et  celle  de  l'orbe  lonaire  dans  le  second,  par 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu'il  résulte  de  la  théorie  de 
Laplace,  seront  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plans  par 
rapport  à  un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  fixe  ;  les 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,  ce  grand  géo^ 
mètre  n'a  jamais  prétendu  autre  chose  ;  TinTariabilité  dvLplan 
inxtariable  tel  qu'il  le  définit  n"  62  du  livre  II  de  la  Mé^ 
conique  céleste,  comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveniens 
planétaires,  n'est  qu'approchée  et  exacte  qu'autant  qu'on 
néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  ré- 
sultantes de  la  forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes. 
Dans  le  n*  ai  du  livre  1%  Laplace  a  donné  la  théorie  géné- 
rale du  plan  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  ;  il  en  a  fait  l'application  an 
système  du  monde  dans  le  livre  II ,  en  profitant  de  tous  les 
avantages  qu'offrait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  planétaires ,  cpiestion  assez  difficile  pour  qu'on  ne 
cherche  pas  sans  nécessité  à  la  compliquer. 

Les  équations  (i)  nous  montrent  encore  que  quand  bien 
même  les  seconds  termes  des  premiers  membres  seraient  com- 
parables et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu, 
par  exemple ,  si  les  aires  que  ces  termes  représentent  prove- 
naient de  la  rotation  du  Soleil ,  on  pourrait  encore  prendre 
Fécliptique  pour  le  plan  invariable  du  système ,  bien  que  par 
sa  position  il  différât  sensiblement,  dans  ce  cas,  du  plan 
maximum  des  aires. 

mottveitlem  de  fat  Lttne  dans  «ott  orbite.  Ceue  quantité  est  abioloment 
ioMosibld  y  et  à  plas  fotte  rapapo  par  contëqaent  la  son  spbcricitë  da  la 
Terre  ne  peut  ayoir  sar  la  position  da  plan  invariable  ancune  action  ap« 
préciable.  Le  même  résolut  a  lien  par  rapport  à  Tellipticité  dn  Soleil , 
comme  nous  l'avons  va  n^  79  ,  livre  VI. 

Tome  III.  56 
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Cette  observation  y  d'après  ce  qui  a  été  dit  n*  86,  livre  YI , 
u'a  pas  besoin  de  développement.  Mais,  disent  nos  adversaires, 
il  existe  donc  selon  vous  plusieurs  plans  invariables  dans  le 
système  planétaire  ?  Pourquoi  non ,  cela  dépend  entièrement 
de  sa  constitution.  Supposons,  en  effet,  que  Jupiter,  Saturne 
et  Uranus  forment  un  système  à  part,  sur  lequel  les  autres 
planètes  n'aient  aucune  influence,  comme  cela  a  déjà  lieu, 
à  très  peu  près ,  dans  le  système  solaire.  £h  bien  !  n'y  aurait-il 
pas  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système ,  celui  qui  a 
lieu  dans  le  système  particulier  des  trois  planètes  considérées 
isolément ,  celui  qui  a  lieu  pour  l'ensemble  du  système ,  et  le 
plan  maximum  des  aires. 

Il  est  donc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  Laplace  tiennent  à  des  considé- 
rations tout-ànfait  fautives  et  à  la  confusion  que  l'on  a  faite 
des  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds.  Sans  doute, 
géométriquement  parlant ,  l'intersection  de  deux  plans  inva- 
riables est  elle-même  invariable  ;  mais  on  peut  toujours  sup- 
poser, et  c'est  le  cas  de  la  nature ,  que  la  position  de  l'un 
de  ces  plans  subisse  des  variations  assez  petites  pour  qu'il 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à  lui-même,  tandis  que 
sçs  nœuds  sur  le  plan  qui  est  rigoureusement  fixe,  éprouvent  des 
déplacemens  considérables. 

M^s  le  véritable  défaut  de  l'argiunentation  de  nos  adver- 
saires ,  et  nous  l'avons  déjà  remarqué  ailleurs ,  vient  de  ce 
qu'ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigoureuses  la  théorie 
du  système  du  monde,  qui  n'est  au  fait  qu'un  grand  problème 
d'approximation  ^  c'est  pour  cela  que  ce  problème  se  refuse 
aux  méthodes  synthétiques,  et  qu'il  rentre  dans  le  domaine 
de  l'analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain  n'est, 
comme  on  l'a  osé  dire ,  qu'un  instrument,  on  conviendra  du 
moins  que  c'en  est  un  bien  précieux  que  celui  qui  nous  a  livré 
la  clé  du  mécanisme  des  cieux ,  et  qui  nous  éclaire  sur  tant 
d'erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  auraient 
infailliblement  conduits. 
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Concluons  donc  de  cette  discussion ,  à  laquelle  nous  avons 
donné  quelque  développement  pour  n'être  pas  forcé  d'y  revenir, 
qu'il  n*y  a  pas  lieu  d'apporter  aucune  modification  dans  la 
théorie  du  plan  invariable  présentée  par  Laplace  ;  c'est  avec 
raison  et  surtout  avec  connaissance  de  cause  qu'il  a  fait  abstrac- 
tion des  quantités  qu'il  a  négligées  dans  sa  détermination;  ces 
quantités  sont  du  même  ordre  que  celles  qu'on  néglige  ordi- 
nairement dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires ,  et  que  le 
calcul  y  comme  l'observation ,  autorise  à  regarder  comme  ab- 
solument insensibles. 


FIN   DES  NOTES. 
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